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Il dappart'ient^i^ûçetixqmVous rejfemblent, 
d'afpirer au titre glorieux de Protecteurs des 
Sciences , parce quefeuls capables de les chérir 
eït'Èatririies de goût,' 2C de les apprécier en 
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Hommes d'Etat, ils mettent une partie de leur 
gloire à les rendre florilpintes. Le grand Ecri- 
vain dont les découvertes nous inftruifent, SC 
le Miniftre éclairé dont l'eftirne bienfaifante 
anime nos efforts , ont la même part à nos pro~ 
grès <5C le même droit à notre reconnoiffance. 
C'eflfous Vosyeux; Mouseighevu, queje 
fuis entré dans la carrière des Sciences : je dois. 
Vous offrir Les premiers fruits de mes travaux. 
S" ils- font miles , comme fofe l'efpirer , ils font 
dignes de Vous,; SC l'hommage que je Vous en 
fais ne Tejl pas moins , puifqu^il efl Jlncere SC 
défintireffé.Un motif perfonnelfe joint cepen- 
dant aux fentimens qui me l'ont diSé: c'ejl le 
deftr d'infpirer aux Lecteurs un préjugé favora~ 
ble à mon Ouvrage , en le faifant paroitrefous 
les aufpices d'un Nom cher à la Littérature , SC 
fait pour paffer^ la poflérité. 

Je fuis avec un profond refpeSi 

monseigneur; 



• Volr^ ttés-Iiomble & tfês-oWiflMit 
Serviteur; de BeucAiNviirBï 
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PRÉFACE. 

LE Calcul ou la Géométrie des Infiniment' 
Petits a deux branches , le Calcul diffë- 
rentiel Ôc le Calcul intégral. Le premier eft 
l'art de trouver les grandeurs infiniment petites 
qui font les élémens ou les différences des gran- 
deurs finies : le fécond eft l'art de retrouver , 
par fe moyen des grandeurs infiniment petites , 
les grandeurs finies auxquelles elles appartien- 
nent. Le Calctil différentiel defcend du fini à 
l'infiniment petit ; l'intégral remonte de l'infir 
niment petit au fini : le premier décompofè , 
pour ainfi dire , une quantité ; le dernier la 
rétablit. Mais ce que l'un a décompofè, l'autre 
ne le rétablit pas toujours } foit que tout ne 
ibit pas intégrable , loit que l'art n'ait pu par- 
venir encore à intégrer tout ce qui peut l'être.. 
En I é84.'Leibnitz donna dans les Aéles de 
Leipfic les règles du Calcul différentiel j & 
trois ans après , Newton publia. fon Livre des 
Principes Mathématiques de la. Philofophie 
naturelle , prefque entièrement fondé fiir ce 
même CalciJ. Il fe trouve feulement entre 
Leibnitz 6c Newton une petite différence pouc 
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la dénomination du calcul & pour la caraé^é- 
riftique * des quantités qui en font l'objet. 
L*expre{fion de Leibnitz eft admilê par-tout , 
excepté en Angleterre j & elle paroit en efTec 
plus commode. 

■ Leibnitz , en donnant les règles du Calcul 
différentiel , en cacha les démonftrations. M" 
Bernoulli les découvrirent auifi-tôt , & les pu- 
blièrent. S*étant depuis attachés au nouveau 
calcul , ils y ont fait des progrès rapides ; ils 
Tout même enrichi conhdérablement par les 
différentes méthodes qu'ils ont inventées , fie 
par les ulàges auxquels ils ont appliqué ces 
méthodes. 

Mais ces découvertes ièmées dans différens 
Livres ne formoient point un tout. M. le 
Marquis de l'Hôpital réfolut d'en faire un 



♦ Nota. Ce que Leibnitz nom 
tne différence , Nevcon le nomme 
fliixi»n : ainfi ce que le premier 
appelle Calcul différentiel , le fécond 
rappelle Ct/f«/(/«JÎJ(*ioiM. Newton 
nommeaafliyf««ttr«ceqae Leibnitz 
nomme intégrale , Se Calcul des 
fiuentes ce que ce dernier nomme 
Calcul intégral. A l'égard de la ca- 
raâ^riAique , Newton pour mar- 
quer qu'une variable x nue ou eft 
difTérentiée , met un point au- 
4eflvii I de U manieie ûUvante x 



Pour marquer une féconde dififê« 
rente y il met deux points ; pour 
une troifieme , trois poitics ; 6c 
ainll de fuite x , x , x , &c. 
Leibnitz fe feri de ta-lettre d qu'il 
place au devant de la changeante 
différentiée, & il la répète autanc 
de fois qu'il y a d'unités dans le 
degié de la difTérence. Alnli dx^ 
ddx ou d'x y dddx ou i/'x,&c. 
marquent les différences pre- 
mière , féconde, troifieme, &c. 
de ar. 
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corps , Se de les dévoiler en même temps fans 
re'ferve. En 1696. il publia VAnalyfe des 
Infiniment-petits qui conrient les règles du 
Calcul diflërentiel ôc les applications dont il 
eft fùfceptible. Le grand nom de l'Auteur dans 
les Mathématiques , l'accueil univerfel fait à 
fon Ouvrage , les applaudiflèmens qu'il a re- 
çus , & les progrès dont la Géométrie lui eft 
redevable , me difpenlènt d'en feire l'éloge. 

Quelques années après la mort de Newton , 
parut fbn Traité des Fluxions ou du Calcul 
différentiel, qu'il avoit compofé en latin & 
achevé en 167 1. En 1736. les Anglois en 
donnèrent une traduâion dans leur langue j 
Si l'illuflre M. de Buffon l'a depuis traduit en 
françois. On lit à la tête de Ql tradu6tion une 
Préface, dans laquelle eft détaillée l'hiftoire de 
k difpute qui s'éleva, au fujet de l'invention du 
Calcul de l'infini , entre Leibnitz Se Newton , 
c'eft-à-dire , entre Leibnitz 8c l'Allemagne 
d'une part , Se l'Angleterre de l'autre : car 
Newton laifTant agir pour lui fk nation , Se 
fùr-tout fà renommée , demeura fimple Cpe-^ 
âateur. M. de Buffon n'entreprend point de 
décider une queflion qui partage encore au- 
jourd'hui l'Europe ; mais il met fbn le£Uur 
en état de prononcer. 
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Le Traité des Fluxions brille par-<oui de 
ces traits de génie qui caraftériient l'invention. 
Les règles y font démontrées avec clarté ; les 
applications nombreufès qu'on fait de ces règles 
prouvent la fécondité de la méthode , 8c enfei- 
gnent l'art de s'en fervir. Mais ce qui ne laiflè 
rien à délirer, c'eft que les règles y ont pour 
bafe une Méthaphyfique folide & lumineuiê. 
Le Calcul infinitéfîmal de Newton eft indé- 
pendant de la réalité des quantités infiniment 
petites ; réalité que l'Auteur n'admet nulle parp 
comme un principe néceflkire. La luppofition 
qu'il en iàit , n'eft qu'une hypothefe momen- 
tanée pour abréger le procédé 8c le rendre 
plus fimple. Il "ne feit autre chofê qu'appliquer 
le calcul à la méthode d'exhauflion des An- 
ciens, d'eft-à-dire , à la méthode de trouver les 
limites des rapports, Aulfi -ce grand Philofo- 
phe ne différentie-t-il jamais des quantités , 
mais des équations ; parce que toute équation 
exprime un rapport entre deux.indéterminées} 
ôc qu'ainfi diflerentier une. équation , c'eft 
trouver les limites du rapport entre les diffé- 
rences finies des deux indéterminées .rçpfer- 
mées dans l'équation. • 

Faute d'être parti, de ce principe , Leibnitz 
effrayé des difiicuftés que âifoient .contrç les 

grandeurs 
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grandeurs infiniment petites, RoUe & les autres 
ennemis des nouveaux calculs , réduifk fès i»» 
finimenc petits à n'être que des incomparables , 
dans le même iëns que l'on diroit que notre 
globe eft incomparablement plus petit qu'une 
fphere dont la diftance du ibleil à Sirius lèroic 
le dêmi-diametre. C&oit ruiner l'exaétitude 
géométrique des calculs : c'étoit détruire d'une 
main ce qu'il avoit élevé de l'autre. Il ibufiric 
même que quelques Savans , à la' tête deiquels 
étoit Niewentit', admiillènt iïmplemerit&s infi-> 
niment-petits du premier ordre , & rejettaffenc 
tous ceux d'un ordre plus élevé ; ce qui néan-- 
moins eft un des principaux - foode^nens^ :idw 
Calcul diflërentid. : : : . : . 

Quoi qu'il en foit au refte , de l'Inventeur 
de ce cdcul , les Géomètres en trouverons lés- 
ïegles dans le Traité des Fluxions de Newton 
fie dans f Anal^fe des Infininnent-piàits de M^' 
le Marquis de l'Hôpital ; 6c à l'exception d'une' 
branche de ce calcul dont nous parlerons plus 
bas , ils n'auront rien ài déliret fiir cette- ma-, 
riere , après la le£liire de :cec. Ouvrages. t 

A regard, du Calcul intégral , Ncwtbn en.' 
avoit laiffé entrevoir quelques règles dans fon 
livre des Pri/teipM. Il lesétenfflt enfuite 8c > 
l&dévdoppa dans l'Ouvrage qui a pour titre;-' 

b. 
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de Quddfaturd cun>arum , publié potir la 
piemiere fois en 1 704. à h. fuite de fon Traité 
d'Optique. On y trouve des méthodes géné- 
lales pour intégrer certaines différentielles , des 
formules calculées d'iq>rès ces méthodes , l'u- 
Êge de ces formules pour ccmftruire des table» 
d'intégrales ,- ic enfin dés tables même touteaî 
eonAruites. 

Tous les grands Géomètres ont travaillé 
depuis \ l'envi fùr.cette matière, dont l'impor- 
tance: & la diâkulté étoiént pour eux de puif- 
fens motiâ. Les BernoulE qui font prefque en 
droit de prétendre si la gloire de Pinyention ^ 
{jclpar la promptitude avec laquelle ils ont faift 
quelques rayons de cette Science qui s'échap— 
poient à peine , & par rufàge qu'ils en ont 
&it , donnèrent de nouvelles méthodes d'inté- 
gration, 'qui- fè trouvent dans le recueil de leur»; 
Ouvrages fit dans ks Aâies de Leipfic. Il y a: 
même une partie eflêritielle de la nouvelle 
Analyse, qui appartient toute entière à l'illuftre 
Jk»nBemouUi i c'eft le Calcul différentiel 6e; 
intégral des quantités logarithmiques & expo- 
nencBdles ; quantités auxquelles Newton & 
Leibnitz ne paroiflbient pas avoir penfé. Cotes 
enrichit encore le Calcul intégral de plufieurS 
fageUes: aiâhodes dans ua Ouvrage intitulé : : 
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Harmonia menfurarum ; ouvrage qui vient 
d'être traduit , éclairci & augmenté par le 
fàvant D. Charles Walmeiley , Bénediâin 
Anglois. * 

Le premier Traité élémentaire de Calcul in* 
tégral fe trouve dans l'Analylè démontrée du 
P. Reyneau , publiée en 1 708. Il y donne les 
principales méthodes connues de fbn temps; il 
en dânontre même quelques-unes qui ne Fa- 
voient pas été par leurs Auteurs. JVhis depuis 
ce temps les méthodes iè font beaucoup mul- 
tipliées : d'ailleurs le P. Reyneau eft tombé 
dans qudques erreurs ailèz coofidér^^. 

En I7ÎO. parut un Ouvrage de M. Stoiie^ 
imiculé : Ana^fe des Infinimem-petki , com- 
prenant le Calcul intéff-al dans toute Jon 
étendue. Le titre de ce livre promet beaucoup: 
mais malheureufèment l'ouvrage ne répond 
point au titre ; il eft boa même d^avenir ks 
commençans , qu'ils poucroient être induits en; 
erreur par des pardogifmea qui s'y renieen- 
trent en aflèz grand nombre. Je me conten- 
terai d'en dter un exemple : On nepatt troitf 
ver , dit l'Auteur dès la première page de. 
fon livre , les Intégrales exprimées par des. 

* Son Livre a pour titre : j4iuljfe Jet mfms iii n^ftrts & iii 
(!»{/« , «* rHgOim dtt ivipidti imx tiimtbmt& mk mai» ttnhg 

bîj 
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'/radions SC par des quaruités fourdes , qu'en 
faifant difparoître dans les unes leur déno- 
minateur complexe ÔG dans les autres leur. 
Jigne radical ; ce qui fe fait par le moyen, 
d une Jerie infinie. Cette propoCtion eft évi- 
demment £iullè. H fuffit pour en être con- 
vaincu , de lavoir les premiers principes du 
Calcul diSerenâel. Ils nous apprennent que 
toute fiàâion finie a pour dinerentielle une 
fraétion , 6c qu'une quantité compofée de- 
radicaux les conièrve auflî dans & diCTérentidle.. 
On trouvera donc dans ces deux cas des ikité- 
grales finieis, fans avoir hefoin de recourir aux. 
léries: infinies; 

- Qu'il me foie permis de remarquer ici qtie; 
feuvent on abti& de ces feries. La diéoriedes- 
Suites eft ihip<M^ante , utile, néceflàire mêmci 
en certainsr cas. Elle a précédé la. découvene: 
dei •nouveaux calculs qui ne peuvent s'en. 
paiTer.qudqudbis. ;.'&.' c'eft: le lupplément lei 
plus beurenx que l'on ait trouvé » l'imper— 
fèâion des méthodes. Mais le calcul des Suites^ 
ne dormant que par approximation les valeurs- 
dîerchées , 6c d ailleurs étant loi^ , pénible, 
te. quelquefois '.£iutif dans la pratique , il me 
femble qu'on ne doit l'employer qu'avec , 
t}ea,ucoup de réferve & de précaution» 
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Enfin de cous le% Ouvrages où l'on s'ell 
propofé de traiter le C^cul intégral , le plus 
eftimable , au jugement des connoiflèurs , ed 
celui de M"' Agnefi , intitulé : Infiiturioni 
analitîche aU'ujo d'ella gioventû Italiana. 
Ainfi l'Italie qui a été le berceau de l'Algèbre, 
i produit auiu l'ouvrage le plus étendu que 
nous ayons lur la nouvelle AnaTyiè, L'iUuttre- 
Académicienne dans la partie de {on livre de- 
ûinée au Calcul intégral , fuit un ordre qui 
répand un grand jour fuç cette matière : elle 
explique & démontre très-clairement différen- 
tes méthodes, âc&it voir par-tout une grande 
icience du calcul &c beaucoup d'adrefle pour 
le manier. Cependant [on ouvrage n'eu pa& 
complet; & l'on peut encore regarder le Livre: 
de M. le Marquis de l'Hôpital comme la pre- 
mière moitié d'un grand tout qui en attend une 
féconde. 

; En efiée , depuiis qvœ POuvrage de M"* 
Àgnefî a paru , les Alemoires des Académies, 
des Sciences de Paris', de Ëerlin , de Peters- 
bourg, del^ondres, lé font remplis d'excelléns. 
morceaux fur le- Calcul intégral. M" Daniel 
BernouUi , Euler , Qairault , Fontaine , d'A" 
lembert , ôt un petit nombre d'autres Géomè- 
tres qui empêchent aujourd'hui. l'Europe de.- 
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regretter ceux du fiecleçaffé , fe font fort 
attachés à cette partie importante de la Géo- 
métrie. Non contens de le fervir de cet Art 
(iiblime dans toutes leurs découvertes , ils ont 
perffeftionné l'Art même par des méthodes 
également fécondes & élégantes. 

Ainfi ceux qui veulent apprendre le Calcul 
intégral , font obligés d'étudier un grand 
nombre de pièces dâachées qui fe trouvent 
éparfès dans différens livres que fouvent ils ne 
connoiflènt pas , ou» qu'ils font hors d'état de 
confulter. Cet obftade joint à la difficulté mê- 
me de la madère peut rebuter pour toujours, 
ou au moins arrêter dans leur courfe, de bons 
elprits dont les progrès feroient avantageux à 
la Géométrie. Ajoutons que les inventeurs des 
méthodes écrivant ordinairement pour les Sa- 
vans , ne fongent pas toujours à fe mettre à 
la portée de ceux qui commencent. 

Il étoit donc à fouhaiter qu'on récueillît & 
qu'on raflèmblât dans un feul Traité les difTé- 
rens morceaux for le Calcul intégral , difper- 
fés dans les ouvrages particuliers .& dans les 
Mémoires des Académies ; qu'on fît un choix 
des méthodes eflêntielles 8c générales ; qu'on les 
préfentlt fous un point de vue Éicile à làifir j 
qu'on rétablît les propofitions intermédiaires 
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que (ûpprîment aflez fouvent les inventeurs 
pour ne donner que des réfultats ; que l'on 
conduire enfin, les commençans pas à pas âc 
comme par la main dans les routes embarra^ 
fëes de' ce labirinthe. 

Je n'aurois pas ofé former un tel projet , fi 
je n'y avois été encouragé par les confeils de 
quelques amis, dont les lumières m'ont été d'un 
grand fècours. Sûr qu'ils ne m'abandonne- 
xoient pas dans une entreprtib peut-être au-. 
de/Tus de mes forces , je fuis entré dans 1» 
carrière ; c'eft au Public à juger des premier» 
pas que j'y fais, 

- J'ai mis à k tête de cet Ouvrage une In- 
iroduâion, dans laquelle j'ai expolé le Calcut 
différentiel des quantités logarithmiques & ex- 
ponentielles , qui ne fe trouve pas dans l'A» 
i^yfë des Infiniment-petit»; J'ai été contraint 
à cette occafion d'entrer dans quelque détail 
fiir les principales propriétés des logarithmes 
& de la logarithmique^ Cette Introduâion 
renferme encore une théorie abrégée des finu» 
& des cofmus des angles , £{ des racines ima- 
ginaires des équations. Ces théorèmes m'onc 
été néceffaires pour ne rien fuppolèr dont le 
le6leur n'eût fous les yeux la démonAradon. 
, Je divife enfuite l'Ouvrage en deux parties^ 
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La première contient les règles du Calcul iiv 
tëgral des différentielles qui n'ont dans leur 
expreffion qu'une feule variabl» avec des con- 
fiantes quelconques. La féconde partie eft de- 
flinée à expliquer les règles du Calcul intégral 
des quantités ou des équations difFérentielles qui 
renferment deux , trois , ou en général plu- 
fieurs variables 5 & aufîi le Calcul intégral des 
fécondes , troifîemes , &c. différences. Cette 
divifîon m'a paru la plus fimple & la plus na- 
turelle. Je ne donne aujourd'hui que la pre- 
mière partie ; la féconde la fuivra de près. Je 
pourrois même , fi le Public me paroît le dé- 
firer , y joindre une trpifieme partie , qui con- 
tiendroit FapplÎGation du Calcul intégral aux 
plus beaux Problêmes de Géométrie , d'Aflro- 
nomie , de Méchanique ôc de Phyfîque. 

Pour remplir le plan de ce Traité , j'ai fait, 
enfbrte de n'oublier aucune des méthodes con- 
nues jufqu'à préfent. Je les ai placées dans 
l'ordre où elles m'ont paru fe prêter le plus 
grand jour , allant des plus Amples aux plus 
compofées. A la fuite del'expofition de chaque 
méthode j'ai ajouté un, deux ou plufieurs 
exemples gwéraux , afin de ne laifTer aux 
commençans aucune difficulté fur l'applica- 
tion des principes. Dans les endroits ou l'on 

ne 
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ne peut fè pafiTer de calculs longs & pénibles , 
( £c ces endroits fe rencontrent aflèz fréquem- 
ment, J j'ai&it les calculs tout au long, mar- 
chant ae conféquences en conféquences , làns 
en fupprimer aucune ; bien convaincu que le 
mérite principal d'un ouvrage élémentaire, eft 
la clarté. En un mot , j'ai .taché qu'il ne reftât 
plus à cette matière que la difficulté qui en efl: 
ablblument infëparable. Je prends mon lecteur 
au fbrtir de l'Analylè des Infiniment-petits de 
M. le Marquis de l'Hôpital , & je fuppolê 
qu'il a les connoiflànces néceflàires pour en- 
tendre cet Ouvrage. 

Les fburces dans lefquelles j'ai puifé , (ont 
\» Traité de la quadrature des Courbes de 
Newton ; VAnalyfe démontrée du P. Reyneau, 
d'où j'ai tiré plusieurs méthodes, en averolTant 
des mépriiès qui lui font échappées ; les Ouvra- 
ges de Jean Bemoulli ; le Traité de l'AnalyJe 
des mefures des rapports SC des angles , cCc. 
de D. Charles WaJmefley ; l'Ouvrage de M"* 
Agnefi ; les Mémoires des Académies des 
Sciences de Paris , de Berlin & de Petersbourg ; 
6c enfin quelques Mémoires de M. d'Alembert 
qui ne font point imprimés, & qu'il a bien 
voulu me communiquer. Je lui dois trop pour 
ne pas ^ilir cette occaflon de lui témoigner 
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publiquement ma reconnoiflànce , mais je 
n'entreprendrai 7)oint de feire ion éloge : mes 
louanges n'ajouteroient pas à ià réputation : 
il peut s'en repofer fur fes ouvrages , fur l'Ett» 
rope & la Poftéricé. 

Je finirai par averrir que rien n'eft à moi 
âans cet Ouvrage , fi ce n'eft l'ordre que j'ai 
tâché de mettre dans les différentes méthodes , 
& la forme que je leur donne , & qui fervira, 
peut-être à les faire entendre. Je ferai trop, 
récompenfé de mon travail, fi je puis me flat^ 
ter de contribuer aux progrès des jeunes Géo- 
mètres. La gloire des inventeurs eft plus bril- 
fente &ns doute ; mais fèroit-on Citoyen , fi 
fon ne préféroit la iàtisfàcSUon d'être utile à 
l'honneur d'être admiré f t 
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_ J OUS Cotnmifl^res nommés par FAcadëmie > avons 
'«xaminé un Ouvrage de Moniteur de BougaimiilU le jeune ^ 
qui a pour titre : Traité du Calcul intégral pour firvîr de fuite 
a ^Analyfe des Infiniment-petits de M. le Marquis de PHSpital, 

Cet Ouvrage eft divifô en deux parties .: la première 
traite de l'intégration des difiFéreotielles à une teule var 
riable; & c'efl la feule que l'Auteur publie quant à préfent : 
la féconde doit avoir pour objet l'intégration des écpiations 
& des quantités diffîtentielles à plufieurs variables , £c de 
différens ordres ; elle doit , fuivant le projet de M. 4c 
ISougainville , faivre de près la prenriere. 

L'Auteut donne dans là prérace llnftotire abrégée éi. 
Calcul différentiel ôc intégral, & les principes fur lefqaels 
eft appuyée la métaj^ylîque de ce Calcul f mécaphyliquo 
que plufieurs Auteurs ont mal entendue. Il parle enfuitc 
des différens ouvrages & mémoires qui ont été publiés fur 
le Calcul intégral , & dans lefquels il a ouifé j flc il fink 
par préfenter à fes le£teuts le plan général du Traité 
qu'il met au jour y & dont nous rendons compte. 

A la tête de l'Ouvrage elï une introdu^on qui contient 
différentes recherches néccffaires pour l'intelngence des 
■problêmes de Calcul intégral. Dans cette introduâioA 
M. de Bougainyille y aptes quelques notions préliminaires^ 
explique d'abord le Calcul différentiel des quantités loga- 
ritnmtques j qui manque dans VAnalyfedes Infiniment-petits i 
'Ce quoique cette matière fort déjà, traitée dans plufieurs 
ouvrages , M. de BougainvîUe l'a expliquée d'une nianteco 

cij 
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qui la lui rend propre > fie qm en donne des idées tiéfr> 
nettes. 

Il pafle de-ià au Calcul difFérentiel des quantités expo- 
nentielles j branche féconde du calcul des logarithmes. 
Il expofe avec beaucoup de netteté tout ce qu'on peut 
defîrer fur cet article , 6c y joint des remarques qui font 
concevoir clairement la nature de ces quantités. 

Enfuite viennent plufieurs propolltions fur les finusy 
■«ofmus ) tangentes & fécantes des arcs de cercle : elles 
lèrvent à démontrer le femeux théorème de M. CStef^ 
il utile dans l'intégration des fraâions rationelles > fie con- 
duifent à une théorie encore plus étendue des racines ima- 
ginaires des équations. Cette théorie difficile > mais d'au- 
tant plus néceffaire qu'elle manque dans les livres ordi- 
naires d'Algebte , fie que le Calcul intégral ne fauroit s'ea 
pafler f ell expliquée avec beaucoup de détail fie de pré- 
ciHon. 

La première partie de l'Ouvrée débute par IlntégratioçC 
des différentielles de la forme Ta plus fimple : PAutem 
sprès en avtùc donné la règle > l'applique à différens cas 
qui paroiflent plus compofés, développe fie réfouc les difiv- 
cultés qui peuvent s'y rencontrer quelquefois , fie paroît 
avoir prévu tout ce qui peut embarrafler les commen<;ans. 

Il remarque enfuite que l'art du Calcul intégral con- 
fifle à réduire par di6Férentes transformations une diffé- 
tentielle donnée à cette première former la plus fimple 
de toutes. En conféquence il détaille les différentes trans- 
ftwmations dont on peut fiiire ufage , en montre l'art fie 
la méthode , indique celles.de ces transformations qu'on 
emploie le plus fréquemment , fie rend cet emploi fenfîbls 
par des exemples choifis. 

De-là , M. de Bougainville paJTe à la théorie de l'addi- 
tion des confiantes : il entre à cette occafion dans des 
détails qui nous ont patu inllruâi&* ^ utiles fie nouvçaiuE 
À ceitûns égards. 
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Ces fechcrcîles font fuivîcs de la méthode pour Tinté- 
giation des difiiéientlelles binômes 6c trinômes : l'Auteur 
en Êiilànt ulàge , comme îL en avertit , du travail du P. 
Reyneau y remarque les iàutes où il eft tombé en traitant 
cette matière , &. les expofe dans tout le détail & avec 
toute la clarté qu'exigent le nom de TAuteur âc rinipoi- 
tanco du fujet. 

Il vient enTuite à Tintégration des fraâioas raÛDnellefry 
& nous croyons pouvoir affûter qu'il ne kiffe rien à dédrer 
fur cette partie A elTentieUe 6c A étendue du Calcul 
intégral, que M. BemouUi n'avoit donnée qu'ioiparÊiiteinent 
dans les Mémoires de l'Académie 1702. L'Auteur expofb 
d'une manière fenfible ce qiù manquoit au travail de M, 
Bernoulli , 6c développe av«c beaucoup de petteté 6c de 
méthode , les moyens que diSérens Géomètres ont imar 
ginés pour fuppléer à ce défaut. 

Il fait connottre l'ufage de là théorie $ noo-feulemenc 
en monicant comment on iiKegre un« fraâion rationelle 
quelconque , maïs en faifanc voir de plUs comment ob 
Induit à la forme de fractions lationelles pIuAeurs difliéren- 
-tielles qui n'ont point cette forme ; 6c c'eft. ici fur-touc 
qu'il fait ufage des transformations expliquées plus haut. 

JVL de Bougamville vient enfuite a l'iatégration de^ 
: diffère ntieUes qui fuppofent la reâiScation. de l'ellipfe 6c de 
■l'hyperbole j ainfi que des difiérentieUes qiii dépendent de 
la quadrature des courbes du troifieme ordre : matière 
qu'il traite avec la même ét-endue que les précédencesjr 
j6c avec la même exaâitude. 

Enfin il explique 6c augmente confidérablement les 
recherches très-abrégées que M. Newton a données dan» 
(a Quadrature des Courbes 1 ftir la quadrature de celles 
dont les équations ont trois ou quatre termes ; 6c il termine 
la première partie dont nous rendons compte , parl'inté* 
gration des différeniieUes qui contiennent- des quantités 
exponentielles 6c logarithmiques ^ 6c de celles qui fonC 
^eâées de plufieuis figne$ {l'intégration^ 
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L'Auteur a Joint à toutes ces recherches un Chapitre 
fut les Séries , qui termine cette première partie de fon 
Ouv^rage. Dans ce Chapitre il donne tous les principes y 
& même tous les détails , néceflaîres pour fe mettre au lait 
des ferles ôc de leurs ufages ; il enfeîgne la manière de les 
former j les moyens de reconnoître leur convergence on 
leur divergence; ôc enfin leur ulage dans le Calcul inti- 
rgral j & principalement dans la Quadrature du Cercle « 
£c la oonûrûâion des Logarithmes. 

Cet Ouvrage nous paroît remplir le délii où les Géo^ 
mètres étoient depuis long-temps d'avoir un Traité fur le 
Calcul intégral qui renfermât 6c expliquât clairement touc 
■ce qui a été fait fur cette matière , Se qu'on ne pouvoit 
•juiqu'ici fe rendre familier qu'en recherchant avec beau- 
coup de peine dilFérens morceaux épars dans un grand 
nombre d'Ouvrages , & ibuvent même difficiles à entendre 
par le peu de détail dans lequel les Auteurs font entrés. 
M. de Bougainville fupplée à ce que ces Auteurs n'onc 
point fait , 8c joint à cet avantage celui de préfenter dans 
un même corps , fie fbus un même point de vue tous les 
principes Ôc toutes les méthodes du Calcul intégral , de 
faire fentir l'efprit ôc l'art de ces méthodes , ôc de les dé- 
'tailler avec beaucoup d'ordre , d'intelligence ôc de clarté. 
'Nous ne doutons point que la féconde partie , à laquelle 
<ious favons que l'Auteur travaille affidûment , ne foit atten- 
'due avec beaucoup d'Impatience pat tous les leâeurs de 
«celle-ci qui nous paroîc très-digne de l'approbation de 
l'Académie Ôc de l'imprellion. Signé, N I C O L E j 
îD'ALEMBÈRT. 

Je JÔuJJtgné certifie le prêjint Extrait conforme à fon original, 
& au jugement de la Compagnie. A Paris , ce vingt-neuvième 
Jour de Mars de fanne'e milfept cent cinquante-quatre. 

GRANDJEAN DE FOUCHY, 
Seçrçtaire perpétuel de l' Acad. JKoyaie des Sciences; 
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Ar ERT I s SEMENT. 

DAns le courant de rimprefTion noTis nous fommeS 
appet^is d'une faute qui s'cft gliffée à l'Article VIr 
de l'Introduâion ; nous allons la cocrtgei kl âc même 
tfcJaircit cet article qui pourroît arrêtée les commenqans. 
Fagt 6* ligne 5*. on lita de n•^~r le nombre de terme» 
iqu'il y a depuis 3 jufqu'à S , & du refie de F Article , 
tifez , n Ht le nombre de termes qu'il y a depuis m 
jufqu'à 8 , on aura , comme l'on fait pat la théorie des 
progreiHons géométriques y m == 3 " . Donc en prenant 
les logarithmes des deux membres de cette équation » on 
aura ~ /} f oa — pour Je logarithme de m. On uia 
de même 8 = m""*"' ; donc (a-t- r^^lm^ ou (« -f- r) . — 
fera le logarithme de 8^ 
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TRAITE 



DU 

CALCUL INTÉGRAL-, 

, • Ser.vant.de Suite 

A L' ANALYSE , ' 

PES INFINIMENT-PETITS 

DE M. LE MARQUIS DE L'HOPITAL. 

INTRODUCTION. 

it A *,* AJ.j.xj.j.j.j.xj.j.xj.j.j.j.'j.j. n .i.Jj.j. x j.j.j.j.j.xj.Aj.j.j.i.j.^AAM 

CHAPITRE PREMIER. 

Définition du fuiet , Divijîon de f Ouvrage , & 
Explication de quelques Signes dont on Je ^ 
' fetvira dans la Juite. 

.L. • ■■ ■ ■ ' 

DinNiTiON, TT 'Art de trônvec les gnndeuis infini- ctmtiét 
i-i ment petites qui font les diffîrences ou JiJÏF^, 
les él^mens des grandeurs finies ., fè jiomme le Calcul 
Ujl^^ninVA M. le Marquis de l'Hôpital, dans ratuliine-iiiti- ' . > 

A ' * 
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tulé /IrutJyJi des it^niment' petits t a donné les règles de c6 
Calcul, âc a montié les ufages auxquels on le peut appli- 
quer. L'art de remonter des grandeurs infiniment petites 
val gcandcofs finies dont elles font la diffifrence , c'eft-à- 
dire de trouver ces grandeurs finies , s'appelle le Calcul 
intégrai ; pi la quantité. finie dont une quantité différen- 
tielle efi l'élément ou la partie infiniment petite j s'appelle 
l'JbitépaU de cette diSétemieUe. 

II. 

DiriSM ta Nous divifetons ce Traité du Calcul intégral en deoiC 
•■°"^- parties. 

Dans la première nous donnerons les méthodes dlnté'^ 
grer les différentielles qui n'ont qu'une cliangeante. 
■ La ièconde aura pour objet rîntégration des différen- 
tielles qui contiennent deux , ou un plus grand noqibte 
de variables. 

. Tel eft le plan de ce Ttahé'. Four le remplir ', neuf 
établîrqns 3 avec le pliïs d'ordie qu'à nous fiira poflible , les 
4ifi%rentes méthodes fur lef^elles eft fi^ndé le Calcul ùv- 
tégral ) te nous leur donnerons la plus grande généralité dont 
elles feront fufceptibles, aufli-bien qu'aux exemples qui e« 
iètont l'application. 

. m. 

rapiicatii» Nous allons placer ici l'explication de quelques terme* 
SgJr^t (Sç de (pelques %»» <ji» Kideadioiit fiéquenuBSiit daat 

00 fe Écnira <-. ' 
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■ 1°. Le figne / mis deraat une <]uantité diffifréntielle , 
indique l'intégrale de cette quanmé. Aiafî jfàx déiîgne 
l'inté grale de J x i f d x x yC^p-ir>x, l'intégrale d; 
^x'^.^/-+-^X}'& ainfî des loutres. Ce fîgne /^'énonco 
pat le mot d&fommc ; par'example/'jj * 1^ 4^ ->■ ^ x s'énonco 
ainfi,yâmnvde <J»K ^p-t-f xi patee que Kntégrale da 
<Jxl^4;vHs« cft en eflet la fonwne des élémen» » on 
quantités infininient petites ix^if^-fxt 

'2**. Un point entre deux quantités indique une multi- 
plication t aufli-bien que le figne x. Ainfi ay*6t exptiçio 
ay multiplié par é y aufll-bien que ayy, h. Il en eft da 
même de (**-+-/«-f-^) . (i»-1-i«4->) tcc. Nous nous 
fervirons indifféremment de ces deux figaes de multiplica- 
tion. 

3°. Loifqu'une grandeur coiaplexeettélerée aune puif 
iànce dont l'expolânteft entier ou fi^âionnaire y pofitif» 
ou négatif, on dit que cette grandeur èft pms U jiffu. Si 
elle n'eft élevée à aucune puillânce» elle.elt dite hors d» 
Jgiie. Ainfi dans (aidx-¥xb»dx),{,aa»-^-cxx) — ' 
aax-^cxx efl fous U figne :4r|, fie ahdx-^.^kxdx çft 
bots du Hgne. 

4°, Ix iignifie le logarithme de «; /(«js*4-jrx) >celui 
4e aa-i'xx : Ux exprime le logaiirlime du logarithma 
idex> & alnfi de fuhe: (/«) — "* lignifie le logatitiuim. 
de « , élevé à la puillànce ds&t l'cxiioGuit eâ ± >». Il fiut 
l)iendif8nguer(/»)±'"deZ(«)±'" qui flgnifie le'lo- 
ganthme d^ la quantité « éler^ à la ptùffiwCe.tb*' * 
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(/*-)±'» veut dite le logarithme de * " , c'eft-à-dire dtf 
X élevée à la puiflance ttf lequel logarithme eft lui-mèm0 
élevé à la puiilànce ± m, 

;^ On appelle fonâion d'une quanrité variable x > unfl 
autre quantité dans* laquelle cette variable x fe trouve mêi 
lée de quelque manière que ce (bit avec ou fans conftan-; 
Ces. Ainfî toutes les quandtés fuîvantes font des fonâioof 
dc*,**H-*'i >^{|i^} ifdx}/'{a*x-^&'x*); 
i$x* Ix i tt aînfî de plufieuis autres. 

On appelle fonâion de deux variables xjr , uoe quanrité 
'dans laquelle ces deux variables fe trouvent mêlées de quel* 
que maniéré que ce foit avec ou &ns confiantes : tçUci 
toat xy—xxiy (axy-t'àyx) ) ôcc. 

IV. 

. Avertissement, Comme on ne trouve point dans l'A- 
nalyfe des infiniment perits le calcul différentiel des quan* 
tîtés logarithmiques & exponentielles , nous allons le 
donner ici , afin quff le leâeur n'ait rien à délirer fur cette- 
fiiatiere. Nous expofetoift enfuite 6c démontrerons quel- 
ques propofîtions fur les Sinus , fur les Co-finus & fur lea^ 
Imaginaires, qui nous font néceflâires dans la fuite de ce 
Traité. Outre qu'il aurait été incommode de les démontref 
à l'endroit même où nous en aurons befmn f parce que la' 
chaîne des marieres en auroit été interrompue , le leâeur* 
ne fera peut-être pas fôché de les trouvei id toutes xéuni^ 
pn «û feu! çOTpSi -' ■ ■■ . ; , ,; 
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CHAPITRE IL 

Calcul différentiel des quantités logarithmiques: 

L£s Logarithmes font une fuite de nombres en pro= nt^nmati 
greffion arithmétique quelconque y répondans à une i^, ^ "* 
fuite de nombres en ptogrelGon géomëuique quelconque. 
Tout fyftême de logarithmes eft arbitraire > c*eft-à-dire qu'on 
peut iùppoièr telle qu'on veut la progreOion arithmétique 
dont il s'agît. On fuppofe feulement pour plus de fimpU- 
cité que le logarithme de Tunité eft zéro. 

Qu'on prenne , par exemple j la fuite de nombres en 
progreiEon géométrique , 

I : 5 : p : 27 : 8t &c. 
i6c la fuite de nombres en progreOîon arithmétique i 

o. s . 3f. 3^*4^ &c. 
t reprâêntant un nombre quelconque y & o étant le lo^ 
garîthme de Vunîté \ s fera le loguîthme de j , ks celui 
de p } fie ïdnfi de fuite. - 

VI. 

. n y a plus : cette fuite doimera non-feulement le log»> 
ridune d'un nombre quelconque de la progteflîon triple | 
mails, encore le logarithme au moins approché d'un nom- 
Ive quelconque qui ne fe trouve pas dans cette piogçelEon.. 
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Fac exemple y fî oa demande le logatithme de 8 j îi ne 
s'agit que de former une progreilion géoméuique continue 
dans laquelle (e trouvent i , j , 8 , p. Soit m le fécond 
terme de cette progceflionj nie nombre de termes q«'il 
y a depuis m jufqu'à j , B-+-r le nombre de termes qu'il 
y a depuis 3 jufqu'à 8 , on aura , comme l'on fait par les 
élémens de la théorie des logarithmes » ' pour le loga? 
xithme de m^ fie [n-hr),- peut le lo|^thme de 8. 

VIT. 

JrS"*uJ* ^* P®"* ^°^^ *" fuîvant ce que nous venons d'expofer» 
Tabiede lo- ceftà-dïre, en imaginant une progrellion arithmiétiqnc quel- 
conque dont le premier »rme foït zéroj & dont les termes 
répondent k ceux d'une progrelHon géométrique quelcon- 
que de nombres entiers » on peut» dis-je? dteHérune table 
qui reprélènte les logarithmes de tous les nombres naturels 
depuis l'unité jufqu'à l'inânî. Ces tablés font du plus grand 
ufage pour faciliter les opérations arithmériques. Par leur 
moyen les multiplications £c les - divifîons fe réduifent ^ 
comme l'on fait y à des additions fie à des fbuHia^ons, 
VIIL 
i«*îî)pS ^^^ ^^* tables de logarithmes dont fe fervent aujout-* 
fc"ent iM ^^^^ '^^ Géomètres, & qui font celles de Briggs, on fup^ 
Géomeaci. pofê que la progrefBon géonoétrique eft ty 10, 100 &c« 
flc la progreffion arithmétique o y 1 ^ a &c. ou y ce quî 
tevîent au même 0,1. 000000 , a . ooooco 6cc. en qaetH 
tant autant de zéios qu*pa veut après i ^ 2 &c. pouirepréà 



,y Google 



^rr Calcvl iNTs'attAt, Chap.II. 7 
&nter ces nombres en parties décimales j 6c pour avoir 
plus exaâement 6c fous la focme de nombres enâeis le» 
logarithmes iacennédiaires. 

IX. 

. Telle eft la théorie des logarithmes. En coafôquence céiînînorf 
de cette théorie ^ les Géomctpes ont imaginé une courbe Sii^**' 
hMNV qu'ils ont nommé hûgarithmique , dont la pro- 
priété principale eft que les ordonnées A B, PMj ^^» ôcc, j^_ j^ 
étant en progreffion géométrique > les abfciflès correspon- 
dantes o^ AP, j4^, &c. font en progcclHon acithmétl; 
due. 

X. 

U eft donc évideftt que fî on imagine menées à cette courbe 
un nombre infini d'ordonnées en [vogreifion géométrique^ 
les portions d'ablciflès correfpoadantes feront égales entre 
elles. C«dec«queoy APjA-Q ,8cc. Sont enprogref; 
fioa arithmétique > il s'eofiiit que^Pss^^j ficcr 

XI* 

D'après la propriété fondamentale de la togariAmîque> Raitoe je 
2. eft aifé d'avoir ton équation. ' qusdon de ïZ 

Problème. Trouver l'équation de la logarithmique.^ ^a^^^**^ 
Solution. Soient tirées dans la logarithmique fi AfA^A^ 
Itt ôrdoonéeB yt^y, AT^—.», MPti^t , AB^^h, Fî*» 
4c tant d'autres qu'on voudr» en ptt^cfion géôm^ 
<iique> répondantes au» sbfdffiîsx en progreflàon arith- 
laétique, Je neae à «u» Afiance iafi^iaoïK proche àof 
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yr, l'ordonnée vr; à la mime diflance de N^, l'ordon- 
née aulfi infiniment proche nq; àc alnfi de fuite. On voit 
que chaque poction d'abfciilè , renfermée entre deux ordon-^ 
nées infiniment proches , Csti la même , & pourra pat 
conféquent être défignée par dx , enforte que Ttssid^ , 
tu ^q^dx. Or puifque Tt^^q, on a par la propriété 
de la logarithmique f^T :'vt :: N j^ : nq ; donc fithtrar. 
hmdt n-.yTi-.Ne: N Q_ , c'eft-à-dite dy: y:: d z : z: 
Donc la raifon dç dy ky fera confiante f c'eft-à-dire qu'on 
pourra égaler — à une confiante. Mais dx eft confiante ; 
on auta donc -^ss— (a eft une confiante quelconque.^ 
C'efi l'équation de la logarithmique. 

XII. 

DémonlinH ' COROLLAIRE. Douc la fous-tangente de la logarithmique 
*^° ''ro'°fi- '" confiante , c'eft-à-dire qu'elle eft la même pour tous 
tel principa- les points de la logarithmique. Car l'équatipn précédent» 
t'ib^.'"" iZ^iji donne ^-i^^a;^^— eft l'expreOion de la 

J a dj - dy 

. Ibus-tangente , comme <il eft prouvé dans l'analytè des in- 
finiment petits^ Se^ II. donc la fous-tangente çft çonij 
--.- ftantç, 

i XIII. 

i. <■- .^ . TufoREUE. Je dis maintenant que foit dans une mêmiT 
logarithmique, foit dans deux logjuithmiques différentes} 
les ordonnées étant prtfes en même rapport, les portion» 
^'ab^ifiés coci^fpondantfs font enttp elles coimne les fi>nsi 
tangentes. Oiit. 
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Dem. I*. Dans la même logarithmique mMn'N' ^ fî Fig. i. 
MV : mf :: A'"' Q' : n' q' y on aura Pf : Q' q' :: T'jp : 
Z^^'. Car diar^ les portions d'abfcifles ?p 6c Q'^'font 
égales , & la- fous- tangente' eft la' mêm&. Donc ^ &c. 

a*, ©ans deux logarithmiqaes différentes mMn'N* 6c Fi£.2.&}, 
«iV, -û on a MV-. mp :: A'Qïft^, oft aura ,Pj> : (2f :: 
T'/J -.Tel. Car en fappofant d'abord que m;> eftVordon- 
■néc infiniment proche de AfPi &-de niémè ijue »^ eft 
infimment proche de iV-Q,on anra-pat rhypoAefe MP: 
mp :; N^Q^: nq , donc fkhtrahâtd». Afsi^mp r. A'^r: »^î 
Mais Ms'. mp:: Pp: T*p, 6c Nf. nq:: Qij-^TqV àotic 
Fp : T'p :: Qq : Tq , où Pp': Qq:: T'p : T^. Donc 
les deux portions d'abrcilTes inântmént ' petites 'fîjD, Qf 
feront entre elles enjraifon desifumsnfangenwsV (^'^-àHJirft 
en raifon conAaiuç. AleaaQt uiw-^.'bt^oaaèt ^HlïiliiA^nt 
proche de MP & de Nil , 6c Ërifiaitjlesii)ièta«i:)>tâpdti> 
tiens « on trouvera le même réfiilat. ' Ox pat tes propriétés 
4es progteffioos, fi on a^:*,::-*: i, flc.^t/jt ^ ;■*/, 
^: A:: f : <^ 6c& on aora.«-H*'*^^iflwi-*-4-/-4iA;«tô :î 
f : d. Donc la fommç des portions infiniment petites d^^ 
jciâês dans une des logaeithmiquesvfèra à 1^ fiïmme des 
{>ocdons inBoimeot petiees.d'abTdflcs c^D8:l*autrp loganth- 
inique > cQftxtà» la.Ênus-^taoganxe^iia'ip'^odatelrk jde'^^ 
logarithoùques «1^:4 UTous-tangente de laifeco(ide;'iDonc 
fion pfead dans deux logarithmiques difiëréntes des or- 
données en même rapport} les portions. d'abfcifiès corres- 
pondantes fexonc encEç elles comme. le;';fous»taag^ates. 
Donc, 6cc. B 
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XIV. 

. CoftOLLURE. Il eft aifé de voit maintenant que dans quel- 
que logarithmique. que ce foit,. le logarithme du rapport 
d'une ocdonnée quelconque à une autre ordonnée fera ou 
poqna être fuppoff. ^£^ ïtu itombre qui eft défîgné par le 
rapport de rabfciflèiÇoccefpondante à la fous-tangente. Cac 
pQurvu quç Je,,r^ppotc.^es<pcdonnées foit le même,; (cnt. 
dans une même lo^rithmique » ibit dans deux logarithmi-; 
ques.diffîremiesj.lafapp^rt d^ rabfcifTc à la ibuj-tangeutcï 
fera le mêfne. > , ,, . , -, 

,. i''\-'. .ï'.'v ■^''> ^y-' ' ' -ï ■■ ■ '■■•\ ■■'-. 

Fig. I. ' SI Fon ptcRd'maînténâm tÂS épi à ta foUS-tangente 
fH^slff/l trouvera. qu'eaifuppofant PMvxs.toyiB , j^ 
4pga4tbmferd&;*j7^:Xej^s9i 2..j.oay9'yoî>,ficc. CelogariiK- 
me & trouTiê.-pax-.'Ie^inciYen d'une &rmule que nous expli- 
querons dans la pteiûiere Partie de cet Ouvrage ( Art. 5 3 S. ) 
, .Donc en général quelque ibit le rapport dt^B^PR, 
fi Qapi:eadPMsr9iQjiB)On^msi^^=^u. ioaySjcipi 
&C. :■; , ■ ;.. ..■' - ■ - 

Donc en£ûânfr PRsaei, on aura- ..4 F ss â.joi^g^'oi?. 
. .Donc (.Théor. précédent] quelque part qu'on prenne 
jiS Se P'My foit dans la m^mc logarithmique , foît dan^ 
idewx logaritbtniqùes difliétentes>pourva que PAf sa» 10 AB, 
on aura toujours ^ == \.^^^^^^^^ ^ o . ^i^2s,^Z. Donc 

Donc en fôpppdàot, comme on le &it dans les tables^ 
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DU Calcul ii/rE'GHviL. Chap. II. 
que le logarithme AP du nombre lo, c'eft-à-dire^cle 
cft 1 . ooooo , c'eft-à-clire çft égal à l'atàté , on aura la 
valeur de la fous-tangente PR==po. 4342P448. 

. . - ■. XVL ' .: - ■ . - .1 i.A 
Telle eft la logarithmique de Bpg^s, qui eft celle âeé Q«el» fom 

' . ', ■ >-,' .') "^ ■ -'■■■■Ai'.- ..',: ' J .flf tei logarith- 

tables dont fe fervent les Qédmettes. Nepet à imaginé m« <£ Ne- 
une autre eïpece deiogarittimés. On nomme ces Içganth- 
mes j hyperboliques ; parce que dans la logadthmique de Pourquoi oa 
Nepet ( fig. 1.) on fuppofe ^B = PRj & que cette lo- à^cibdi- 
^rithmique peut être tracée par la quadrature de l'hyper- ^'^^ 
bole équilatere, rapportée aux afymptote^^ en ^cenant b 
prenûere abfcîffe pour Tunité. 

Cette propofîtion fe démontre de la fi^çon fulvante. 3oit fig. 4« 
lliyperboie ^KF dont IVquation eft j»»*-', fbient 
auffi les droites ........ ^£s»i 

• ■ ■ ' - BC=* 

Ce ^dte 

Ucfpace élémenta'ure de l'hyperbole ou KCck iéA ]f»t 
conféquent jfrf*, ou -^ en mettàiù poteyG valeur J, 
Vefpace entier hyperbolique ÀBCK, oU la fotnmâ de^ 
efpaces éléméntaiiteâ KCke eft donc:/^;JD(Mcla logà- 
nthmique peut fe conftruîre par la quadratute de l'hyperbole 
précédente. C'eft-à-dire qu'en fuppo&nt ïliyperfjolô quat- 
rable on conftnûroit la loganthnrïqoe , en lui donnant les 
mêmes ordonnées qu'à l'hyperbole» Ôc prenant^ôs abfcîflès 

Bij 
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ta ..JjiTjjoj>-ucTiofT:.4iT- Traite^ 

de bt logaiithmiïlue correfpondantes , égales aux efpaces 

liyperbpUques dlvifôs par la ligne confiante. AB^=\^ 

xvir. 

Au lefte toutes les logarfthoaiques peuvent être pcileS' 

fout la logarithmique, des Xàh\ç,s , en fe fçrvant d'une ot' 

donnée quelconque ^£ pgur reprélënter Fùnîté dans la- 

li. . fuite dës'nbmBtës hàtùcels,' & dé AP ^ bu du logarithme 

3ë ■FAf'=:"id JfB,p6ur repréfenter 1 unité dans la fuite 

_., ; ' . âe's iogatithmes ,' unité' qu'on n'èft pas obligé dé fuppofet 

, ; '==» ^.ff^'rïiais dans ta lôgarithniîque àes tabrés'on fuppofe 

pour ■ptus'M'faciîïtéi^drieihe A' iéXhva&rit placée , que* 

tkiW'M ^ yi'-ÛTén ait f'A/ = ro A'B ;' au' lieu (jue^ 

pour la table des logariduneâ de Neper , on fbppofe l'ori- 

•: ' gthe ^ telle que li fôùs-tàngente Pil=»-4B, comôiç; 

ffia'fls î'affons a^a-^t;. • '* • '' ' ' 

' V " 'x'viih. 

Les ■ pûadpçs - que nous venons d'expofer fur lés lôga«^ 

SÎthmes^ ûi^L(btit.^ur entendre ce que nous aUons dite fuc: 

Iftif .calpi4 <WtW«^- :. . ' /. ■ • . f 

Re^e %î^qu9t«ïn'ti©'Jf logaiiihqaique- y = x >■ ^ ^^^^ ^ 

£"Skiîrdif- ipr^'^^'i'^^ prenant U. fous-tangente a pour runité.- Oc 

l'anââ î" ^^ .on:,]iïH:e(cetteyr-çglô. génétale .pour la diffétemiatioa 

pmhmiiufli. deSi qu^Bftll^liQpifithipi^Ues... j . ■; : .- .'..-. ^■- . . i 

^ égale â'ta diffi^,ep<ie.dttftrp/quatttiUdhifée garias^ffMtit/i 
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A'mCi la différence du logarithme de i ± Jf cft ^ —^ ; 
«elle du logarithme de ±xy eft ^ — ^~^ ' ■ en fuppo- 
£int la fous-iangente' de la logarithmique égide à l-'urïùé , 
<&c ainH des autces;plus Compofées. 

XIX. 

Par cetw règle on trouve d.ta-x =î-i=rs -5, H s'en- Solution 
fuit donc de-là, dira-t-on, que Ix^Ux. H cft aifé de JJ^*'*'*^'^- 
prouver que cette conféquence n'eft point abfurde , quoi- 
qu'elle ne fuive pas néceffairement de ce que ^— ^ =s — . 
Soit la logarithmique fi^AT^dans laquelle je &îs ^ £ = ^ Ffg. i. 

on- aura' tf X : * \: a'. \ \ Sx. ab : h wav x -. Donc «at: ar r: 
ab:b: donc TjQ^tssPZ^. Àfaïntcdant qu'eft-ce que Ifc 
logarithme de ^ A^ (x) î c'-eft- lo logarithme du rapport de 
X à une ordonnée que fon prend pour Tunité; donc iî on- 
prend ^B'(^) pour fanité^ par rappoR ài Xj on aura /x«s 
^■|-=-^*/. Si'-roo prend aufli Ja mêirie ordonnée AE 
^ôut l'unité paï rapport à Tf{a3i)'y on auta/âx = /^ 
skTytf =*;g^-f-T^ Donc ;dans ce cas /a* = /x-+i 
une confiante R. Maïs fi ojnr. prend ?4^ (it/).poiir l'unité 
par rapport' à axj on aura iax s^ l ~b'^ T^=^ (àcaufc 
de T^ = Pyl.) ^A, ^IJonc. dans ce cas la confiante 
il ^ o. Donc de ce qûè — - =! — ,. il s'enfuit feulement, 
qup^ i ax.=s ije-^'R i K ôant une. .odnftance qui peut 
4«n£^c#ïtfijjiAs>(upgoûood5'itze>3SH.^^^' ' ' ' 
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XX. 

Antre ma- ' Il y a Certains logarithmes dont la différentielle ne fe 
niere e trou- pp^fç^fg p^ ^^ premier coup d*œii : mais on les différentie 



iopri£l" aifément en fe fervant de fubftitotions ûmples. 

^^' Soit propofé, par exemple} de différentier l.lx \ je 

fuppofe /* =^y , ce qui me donne (Art. précédent) — = 
iy, iL l.lx = ly ,tf. Hl.lx)'= — . Mettant pour ji 
là valeur, & pour tijr la Tienne, on aura d 1^1 . 1 x) = -^^> 

XXI. 

Si la propofée efl (y*)", on fuppofera (/*)•"==_)'■• , 
d'où je tire lx=y; -^=:dy; <((/»)"= my—' ày , 
Donc en mettant pour^ & pour dy leurs valeurs, la dif- 
férentielle cherchée eft m (Ix)^-' — . 

XXIL 

Qu'on demande i préfent II diffétentielie de (/*■) , 
^c ferai x'^sz; la propofée deviendra (Jz)' dontladifr 
férentielle eft, comme nous venonsdele voir, m{/z)"~' 
-^ ; mais z (hyp.) = jc", & dz^^nx*'' dx i donc la 
différentielle cherchée eft mt>(lx') x- ~:=mii 

XXIIL 

Soit encoie cherchée la différentielle de {l.lx)', il 
&udra fuppofet Ix 3=jr : cette fiippolitioa donne les équa* 
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DU CAlCaL IWTE'GX/»!. ChaP. III. If 

rions faivantes , -^ =zy; l.lx = ly, (l,lx)'^(,ly)"i 
donc d(/./*)" = ii>(/)r)"-' ^, 6c en fubfticuint fomy 
fie pour dy leurs valeurs, on am. (/./«)""' —p. Ceft 
ladiffîreniielle cherchée. 

XXIV. 

Enfin S je veux diffëremier L'. ('»)"J » je fiippoferai 
(/x)^=y'', d'oà il fuit que Ix^^y, & que — ~dy* 
J'aurai aulR en fuivantla même fuppontion \_I. (/x)''J 
^^{ly') . Oi la différentielle de {ly') , par ce que 
nous avons vu précédemment eS m n. (/y") — ;ficen 
mettant pour y tx. dy leurs valeurs en x , cette quantité ' 
devient mn ^/*{/«)'*J ^:=ala difiétence de L^. 

Telles font les méthodes générales poar la difiSStentîation 
des quanrîtés logatlthmiques ; je pallê aux exponentielles. 

CHAPITRE III. 

Calcid différentiel des Quanùai exponentielles, 
XXV. 

L£s quantités exponentielles font celtes qui font éle- Déânidon 
vées à une puinance dont l'expolànc eft variable. exponeadeU 
TeUe eft , pai exemple , a . Telles font encore y ^ ay , 

a •\-y . 
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M. BernouUi avoit aullî nommé ces quantités parcotf 
ranteSf parce qu'elles parcourent , pour ainfi dire, toutes les 
dimenfîons pofTibies ; puifque leur expo(ànt étant indéter- 
miné , cet expofànt peut êcre fuppofé égal à tel nombce 
qu'on voudra, pofitif ou négatif, entier ou rompu j com- 
menfurable ou încommenfurable. 

Les équations compofées en tout ou en partie de quan- 
tités d^ cette elpece, fe nomment équations txponentielies,. 
& les courbes dont ces équations expriment la nature > fe 
nomment courbes exponentielles. - 

XXVI. 

Ces quanii- Lcs quantités exponentielles font de diffécens degrés. 
diiitrens' de- Lcs quantités exponentielles du premier degré, font celles 
^'"' où l'expofant de la quantité eft une indéterminée fimplé , 

comme a^ t b' , 2', en fuppofant que j', x, t font des 
quantités fijuplement indéterminées. 

Une quantité exponentielle du fécond degré eft celle 
dont i'expofant eft lui-même une exponentielle du premier^ 
comme à' , £c ainfide fuite. £n généra une quantité 
exponentielle d'un degré quelconque a pour eipofant une 
exponentielle du degré précédent. 

Il faut appliquet ces principes aux équations & aux 
courbes expopehtielles. Quand une équation eft compofée 
d'exponentielles de différens degrés , alors cette équation 
& la courbe qu'elle défigne , prennent leur nom de l'pxpor 
nentiellé du degré le plus élevé* 

xxvn. 
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otr Calcul îSTE'aKAt. Chap. UL ij 
XXVIL 

Ces quantités tiennent^ pour ainfî dire , un milieu entre 
les tUgéhri^ues & les tranfimdentes. Elles ont de commun 
avec les algébriques , qu'elles ne renferment aucune gran- 
deur infiniment petite , & avec les tranfcendentes , qu'elles 
ne peuvent être repréfentées par aucune confiruâion géo- 
métiique ordinaire. 

XXVIII. 

On peut rapporter à ce genre , ou plutôt à un genre 
intermédiaire entre les courbes algébriques âc les expo- 
nentielles 1 celles que M. Leibnitz nomme interfcendentes. 
Ce font celles dans l'équation defquelles on trouve quel*- 
ques termes avec des expoians irtationels j comme dans 
l'équation y ^^ ^y = x. 

On nomme exponentielles imaginaires les quantités dont 
TexpoËint eft imaginaire telles que fft''^, ou c"^'*"^ , 

XXIX. • 

Remarque. Des propriétés des logarithmes expli- 
quées dans le Chapitre précédent t on peut déduire les 
deux propofitions fuivantes. 

1°. On change une équation exponentielle en une au- D'une é-piv 
tte qui contient les logarithmes des quantités de la pre- UeUe''on"en 
iniere. Ainfi foit a'^hy : ces grandeurs étant égales , t^l^lf^" 
leurs logarithmes font égaux ; donc i{a') = i {b^). Or 
par la propriété des logarithmes , le logarithme de <s " eft 

C 
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xia, &lelog. de h' c(tyl&. Donc xla^s^yib ; donc 
l'équation a'^b^ conduit à cette équation plus limple 
atla^sylb * De même de l'équation ii'^=si ^-7 ") on tire 
d'abord celle-ci x*la^sy^tb\ 6c cette dernière donnera 
zlx'^l.ia^ssuly'-^L Ib'y 6c aînfi des autres. 
Et d'une lo- ***• ^° ^^ ""c équation exponentielle d*une équation 
P^J^çV *<»g^*°»»q"c. Ainfi de «/* = /«, on déduit *" = *. 
tieiie. Cette opération s'appelle repaflër des logarithmes aux nom- 

bres. 

XXX. 

De même fi on a l'équation iy^s^Xf fuppofant i =aic, 

c'eft-à-dire que c eft un nombre dont le logarithme eft 

l'unité , on aura /y == * x i , ou ly^xlc ^ d'où l'on tire 

ysssc". C'eft par là que l'équation de la logarithmique 

que nous avons trouvé être *-^ ^dx , devient y = c' . 

Explication Cette expreflîon veut dire que fi on nomme b , la fous- 

de cette ex- tangente , a l'ordonnée que l'on prend pour l'unité , c l'or- 

pre on jr=<: j^jj^j^g ^ laquelle répond une abfi:inè = ^ , on aura ^ = 

7 
V » équation qui C: clunge cny^^c', enfàilànt ii=^=s»i, 

«»" 

Pour démontrer que l'équation ysssc' c& la même que 

■; = — > remettons pour l'équation y^c" fon équation 

logarithmique ly^=xlc\ On remarquera que dans cette 
équation jr, x, 6x.c expriment des lignes. Cependant ly 
cxptmie ua nombre : car il n'y a que les nombres qui 
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DU Calcul ists^grau Chap. III. 19 
ayent des logarithmes. AinH dans cette exptedîon iy t y 
doit ètte cenfée divifée par une ligne , afin que /y rept^ 
fente véritablement le logarithme d'un nombre. Or cette 
ligne ne peut être ici que l'ordonnée a que Ton prend poux 
l'unité. Car nous avons vu plus haut que le logarithme nu- 
mérique de l'ordonnée d'une logarithmique j n'eft propre* 
ment autre chofe que le logarithme de cette ordonnée 
divifée par celle que l'on prend pour l'unité. Ainii au lieu 
de ly , on peut écrire /^ . Par la même raifonj au lieu- 
de le on écrira / j . On aura donc / J =s * / j . Mais 
l'équation dans cet état n'eâ point homogène. U ^udra 
donc divifer x par quelque ligne confiante. Or je dis que 
cette ligne ne peut être que la fous-tangente è . Car / ' 
eft égal à l'unité , puifqu'on a fuppofé que c étoit l'ordon- 
née dont l'unité eft le logarithme. On «ira donc Itsasx: 
or cette équation revient à celle-ci , ' ^ = y par l'Art. 1 4* 
puifque le logarithme d'une ordonnée eft égal à l'abfcillê 
divifée par la Ibus-tangente. Donc Téquarion de la loga- 
rithmique fera /^ »s ^ / 1 & en repayant aux nombres ^ =; 

il. 

/ï^ XXXI. 

Pour trouver maintenant les différentielles .des quantités Régie g*né- 
exponentielles , la feule règle fuivante fufEt. La diffirmtielte f^^^^ "uî 
<r»B* quantité f efi cette quantité mime muitîpiiée par la difé- J^P'"'""*'- 
rence defon hgarithne. 

Cette legle n'a pas befoin de démonftcatioa. Car la 

Cij 
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diflKrence de * , cft ^ = <i* , ce que l'on fait d'iùUeuiSi 
XXXIL 

AppUqn^à Suivant cette règle la difiëcence de c" eft c' dxlc t ott 

*«"P^"* g'^x i en prenant c pour le nombre dont le logarithme 

eft l'unitë. Car le logarithme de f ' eft xlc, dont la di£t 

férence eft ii*/f = (i*. 

De même la différence de *' eu x' dylx-\' x^'^ ydx, 

XXXIIL 

Antre m^ ^oux trouver encorc autrement la diflEërenticlle de c * , 
îSînder" ***" c" = z> on aura xlc^iz, oux = izy donc dx = 
'Smitï'"** "T* °" zdx^sadz : ou en mettant pour z ù. valeur, 
e" dx=sdz* 

Si on veut diflëcentier x' , on fera x'^Zj ce qui donne 
yixs=izf donc en différentiant <i^/**4-^^ = — 6c 
zdylx-\r -î^ ==s (/ z i donc enfin mettant pour z fa va^^ 
leur, on a x^ dylx-^x'~^yd»^^dz^ 

Il eft bon de remarquer à cette occasion que (•'* = *, 
Car foit t '* =z , on aura /(c'")=/2 0u ixlc = lzi 
donc lx=izt donc j:=:2. Donc c''s=Ar* 

XXXIV- 

Voila donc deux manières de difïërentier une quantité 

exponentielle. La première eft la plus aifée , lotfque la 

quantité dont l'expolànt eft indéterminé eft confiante^ 

Nburet e- Aïniî qu'oa demande la di^tence de --• . ■— . 

xen^le de la * s ^ 
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bu Calcul INTEGRAL. Chkv.IIL ai 
je la trouverai tout de fuite par la ptemietc reele première mé. 

La lèconde méthode eft plus commode , lorfc]ue la quan- Autreexetn- 
tité dont l'expolànt cft indéterminé , eft elle-même une Lndc" 
indéterminée. Ainfî pour avoir la différence de *:' ^, je fup- 
pofe x'^=^tt ce qui me donne y^ix^/t* Je diffé- 
rcntie , & j'ai ^* ''j; -H /*^ (j'0= ~r ' °» P" l'anicle 
précédent, d (^y^)^^y^dzly -^ y^~* zdy , donc — =s 
y* dx ^yt4zlxly=y^~^ zdylx; ou enfin en mettant 
pour t fa valeur j on a àt =ix' y^x~' rfar-+-*' y^ dz 
/jc/j' -+-«'* jit-' zdytx. Il en fera de même pour les 
diSërentielles d*un degré plus élevé. 

XXXV. 

Si on avoit une exponentielle muFtipUée par une autre, 
la cUfféientiation feroît aufll aifée. Par exemple, ft on avoit 
x^ z't ^ di^rentieUe de cette propofée feroit z''X(I(a:') 
H- «7 X ti (z-" ) . Or nous avons appris à diffîrentier chacun 
de ces deux membres. 

On prendra de même la différence d-une^ équation com- 
pofée ou en tout ou en partie d'exponentielles , comme 
(i'-l-«*=si-+-2''.Il ne s'aura pour cela que de di& 
féientier féparément par les méthodes précédentes chaque 
partie des deux membxcs de Téquation,. 
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CHAPITRE IV. 

Propojîàom fur les Sinus , Co-Jlnus. , Tangentes , 
& Sécantes. 



XXXVI. 



Iniépadon "VT*-*"' "W"* ™ (Art. XVIII.) que la difEJrentielle de 
jfiférlndeiïS ^^ y ^ l" «^ dy ^ ~ , Donc r&iproqaement l'inté- 
îi'JÏÏfti». e^= ■*« <ijr = iî eftj = /« ; & en changeant cette 

équation logarithmique en une exponentielle, ( Art. xxix. 

N". 2.) elle devient ar = r', r repréfentant ici le nom- 

bredont le logatithme eft l'unité. 

XXXVII. 
La différence de /(« -t-K^a ;» — i) eft (Art. xviii.) 

K»»-i , . v' , i^ ="1^ Donc 

réciproquement Hntégtale'de ^ eft/(*-l-''^»j: — ij. 

XXXVIII. 

On trouvera de même que l'intégrale de . eft 
l(xy^ — 1-4- V \ — XX ) . En efièt prenant la différen- 
tielle logarithmique de x^'" — . 1 -4- V^ i — ** , on 

trouve <*»>/■ 1 - ~^ = i'V-iy.V i-xx-t:i> 
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ou Calcul iwte'gb -«t. Chap. IV. aj 

(»,/-i -H y \~sx) X V \-x» V^i-** 

De cette manière on aura aufli/r^r^i^- ssi — / ^ « -+• 
y {xx — i)^ ou / — - r — . La preuve en eft la 
même que pour les exemples pcécédens. 

XXXIX. 

L E u M E I . Le co-(inus d'un angle quelconque eft le Propofitîoni 
finus de fon complément. Ainfî le co-finus de l'ace A L &c. démon- 
eft CD ^LK fmus dcLB j complément de cet arc y^L. sjm**^" 
Cela eft clair par les élémens de la Géométrie. ^'s- ** 

X L. 

L E M H E 2. La tangente d*un angle eft égale au fmus 
de cet angle divifô par fon co-Haus, en fuppofànt le rayon 

Déhonst. Soit l'angle DCB dont D /C eft le Hnus , p; j. 
CK le co-fînus , £ £ la tangente. Le rayon CB = i . 
A caufe des triangles femblables CKD fie CEE , on a 
CK: KD :: CB: BE, Donc || = || . Mais CB :^ r. 
Donc/ôcc. ^^^ 

Lemme }. Le finus d'un angle étant x , pour le AutmPro 

d K pofîtionc (ïir 

jayon s=> i , la différence de l'angle eft r>' . UïSinui, stc 

' " V i-xM démontiéei 

Démon ST. Soit l'angle -4 CB dont le fimis£B=*: anaiyriquc- 

" ' mène 

menant du centre C les lignes Cb Sx. eè infiniment pro- Fis. ?. 
cbes i & abaiflant du point B la petite perpendiculaire Bdy 
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on aura 4b «^ dte. Mais les triangles femblables £ £ C fic 
Bdh donnent EC (^i—xx) : CB{i) :: di{dx) : 
Bè ^ y qui eft la différence cherchée. 

XLII. 

L E H M E 4. Le co-Hnus dun angle étant x t fa diffé- 

- d X 

rence eft p » on fuppofe toujours le rayon ^ i. 

Fie. S. Dem. Soit MCB dont le co-finus CP^=x , menant les li- 
gnes Cm & mp infiniment proches de CM ûc de PM^ on 
tirera la petite droite Rm = Pp;= — tiar, négative, parce 
que le co-finus croiffant , l'angle diminue. Il faut prouver 
que Mm difiérence de l'angle MCB = -^ t ce qui 

eft évident. Car à caufc des triangles femblables M Km 
& MCP, on a MP : CM :: Rm: Mm, c'eft-à-dire, 

-_^ ~dx 

V i — XX : I :: — dx : ■> , 

XLIII. 

Le M HE ;. La tangente d'un angle étant x , & Id 
tayon l j la différence de cet angle eft — — — . 

Dem. Ptenons l'angle ^CD dont la tangente AB^Xf 
Bh'= dx . Dd ç&hi différence de cet angle. Or on a 
CB!=>^i-)-»x ; l'angle ABC ne différant de l'angle 
BbC que d'un infiniment petit £ ^ , ils font cenfés égaux ; 
donc les triangles CAB, fic hmB font égaux. On a donc 
CB:CA:.Bb : B m, c'eft-à-dire ^i-^xx: i :: âx: 

àx 

,, = Bm, Mais B m étant infiniment petit ,CBtt. Cm 
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Dcr Calcul ivte'ghal, Chap.TV. if 
ne différent entre eux que d'un infiniment petit i & d'ail- 
leurs Tare D d étant aufll infiniment petit peut être regardé 
comme une petite dcoite perpendiculaire tiCd. Donc les 
triangles CB m , & CD d font ièmblables : donc on a CB 
(»^i-+-**): CD{i):: Bm ("J— = ) : £>^=^7~-/ 
CoROLi. Donc la différence d'un angle dont la tan- 
gente eft - , & le rayon i , = ^^^^^ > ce qui fe trou- 
vera tout de fiiîte aptes ce que nous venons de dite > en 
mettant dans -^ au lieu de x ■ ~ , fie au lieu de dx, la 
£ffi£ience de - j c*eft-à-dire ~ — - — ~ , 

XLIV, 

LfiuuE €. Les mêmes ctiofes'- étalit fappofées que 

dans le Jemme précédent , & Pliant la fècante CB == z j. 

pli trouvera que la diS2rence de Tangle ACD^^ — - — ^ 

ix , «K««-i 

COROLL. Si dans -y— 1— , on&ït 2=! -> on aura 

8z?= — — , zz :^ ~ : on aura donc . ^ 

- im 

K""- — = = ,. , élément d'un angle dont le co; 

- u» 

fmus eft H . De là il s'enfuit que le colînus » eft en nû- ' 
Ion înveife de la fecante z » puifque « .a» ^- ; flc c'eft en 
tSet ce qu'on £tit d'ailleurs par la Géonaétde âémen-; - 
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X L V. 

Tiiotimt. Théorème i . Le linas x d'un angle z =< c"^" — ,"'*''• 

vu la même ^ — i * 

matière, dai» t ^ ~\ 

lefàuels ott r\^ ^v ^i .. àx 

&iiur,|ede! JUfiMONST. On a (Art. XLr.) <)a = t7 : donc 

quantités ex- , dtc^^-i ixv'-t " \-t* 

ronendeUej. d7.\r — l = .Or/ = ( Art. XXÏVIll. ) 



t {xV-- t •+-»' I— «*): donczK— 1=/(«»'^— 1-t- 
•''• — X*) . Donc en fiippofant e un nombre dont 
k logarJthme eft l'uai té , on a (Art. xxx.) e"'"'=^ 
»K— 1 - t- '^1,-xï. Donc e"'"' ^a;|^ — i =. 
^^ ï — »« ; & en quatrant les deui membres t"*'"' — 
»e xy — i — XXF= t -^«vxj oubien f*' ~^ — l 

a«l^- I 

tf^ie''^"xy—x- : donc *v^— i-=î, — ij 



«ï'-t 



& par conKquent * !/■— i a ' " — '" j Jonc 

ïnfin »== t — ' 

' - XL VI. 

Théorème 2. Le cofinus Ki—*» d'un angle s y 
Sont par conféquent le layon eft l'unité . & le finus » . 



Démonst. Puifq ue par le diéorême précédent f""' 

=* » I^— 1 -V- K I — **, il s'enfuit que «-"'"' = 
; 1 ^ 

' '"**• (« qui efl évident! car en multipliant le di- 
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mCeac xy^ — i-i-V i — xx par le quotient fuppoK — * 
y — I -+-*^ 1 — XX t le produit fera le dividende = i ). 
'Donc en mettant pour — xy^ — 1 h valeur Ki — ** 
' — e tirée de la première équation j on aura f~**^~* 

=±2y , — xx — e ^'^". Donc iKi — ** = (-'"- 
M-f"'-; doncKTtriI^ ,""-^,-"^-' . 

Toutes ces propolîtions bien entendues j venons aux ura» dei 
{>roblémes fuirants. pSèmS 

XLVII. 

Problème i. Soient » Se C deux angles dont les 
finus Toient appelles lin. < & fin. f , on propofe de trou» 
ver la valeur de fîn. a x cof. €, 

Solution. Nous venons de démontrer (Art. XLv. ) 
<5ue fin. « =: >"•'"' — f"*^"' , & (Att.lui\(ïnt) quo 

«V-i 
toC C = >''""-4-f''''" . D'où l'on tire (in. « . coC f =a 

Or finus . -t- f = ,('-<^')V-"-'_,-t-H-').^- _ p^„g 
e'-^''-^-'-^-'"-"'"^- =V'fin. a t. «. De même 

î ~' = T fin. a — C , Donc ei» 

^éuIlil^ant ces deux valeur» , on aura- 

■,i'-+')y'-i _ ^-i'+t-, ^., _^^i,-c-)^., _^(t.,.-)^.t 

Dii 
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3=ri fin. a -H G -h 7 fin. a — fi * Donc enfiafîiu. « x 

COC € : 



fîli.c-t-e . fin.a-« 



XLVIir. 

pROffLEME 2. Trouver la valeur de fin. a x fin. ff^ 
Solution. Sin. a x fin. € ^ (Art. xlv;. ) 

Or (Art. XLVI. ) /'*'>y-' ^ ,-('+'W-' i. 

coC . -t f : & de même _,r--')'^- _,.C'-')'-- ^ 

ou bien ,(-»)V-»^,(«-)V-- ==. i coC « — f <. 

Ponc les deux parties étant réunies , an. aura An. a ^ 

fin. g==. h — ,— . 

'- Co-ROELAtRF 1. On prouvera de la mêine- mauiafQ; 
que. cof,. a . 5 cof, S = — ^ — -4- — ~ — ». 

XLIX., 

CoROLL. 2. On peut aufli conclure de là» i^ qutf* 
cor <t -V- S ^ cof. « X coC ê — fm. « X fin. f . Car ce 
dernier membre de l'équation =s> ( Art.-XLVii. âc- XLviii. 1 

cof.aH^f . «of.<i-e cof.«-t^e coCa-C - , ^^ 

h -^ f -, i cof. . -f. e;. 

3°. Quefînus a -t>>f=^fin. a xcof C~f-fin. f xco£^f 
fs qui fé prouvera comm» l'anicte précédent» 
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, & non pas 

cof. ^■^— , parce que la première de ces exprefllons in* 
dique la moitié du cof. a — C , que l'on doit avoir ici y 
tu que l'autre indique le coAnus de la moitié d& a.-—Ç, y 
qui feroit une expredïoa fautive. Cette remarque ell de 
^elque importance pour ne fe point trompée dans l'exr 
^fUoa des fmus âc cofmus. 

C o-R ox L. J. Le demieir Corollaire nous- domie une <jn g„ j^,. 
Inéthode bien funple pour trouver les finus & cofmus "Jj^ ""fimpil 
'd'arcs doubles , triples i quadruples , &c. d'arcs donnés» ^^^"'5^^"^? 
Si l'on a,, par exemple-j le cofinus donné de l'arc yi Msac, Cofinui , 

^ . . d arcs nnilu- 

eo fuppoumt toujours le .rayon ^s? i y on aura le Hnus de p>«> <i'ua uo 
cet angle =s y i — ce . Si on cherche âï pré&nt lé co- 
fînus de l*arc AD double de AM , on remarquera que 
le colînus & le fmus de l'arc DM égal à AM feront 
suffi f,- & ^i — ce, Jonc on trouvera (Art, xnx.') lé 
îconhus de l'arc AD =^ 2cc — = i . Si on cherche le 
fmus du ntême aie double j. on lê trouvera dé même ^ 
ac^^i—cc. 

Pour trouver le Hrius fie le cofîhus dWarc quadruplé^, 
U &ut prendre le coflnus 6c le fînus de Tare double , 6c 
enfuite ceux de l'arc double de ce iècond ; ce qui donnera>> 
9n.&ilànt les mêmes fuppoÛtions que cirdeâiis le. cofinus^ 
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de l'ace quadruple =a8c* — $cc-h i , fie le finus da 
même arc = 8 *: ' — 4 ^ *^i— -77 , 6c aînû de fuite pour 
tous les arcs doubles d'aces donnés. 

L I L 

Pac cette même méthode fondée fur le dernier Corol- 
laice , on trouveroît avec autant de facilité , les cofmus 
& finus d'arcs tciples, quintuples, ficc. d'arcs donnés. Ainfi 
en fuppofant toujours c le cofînus donné d'un arc , 09. 
trouvera que le cofinus 6c le fmus de l'arc double étant 
2 ce — 1 f ôc 2c^ I — ce y le cofinus de l'ace triple 
fera {a. ce — i ) x c — s.c^i — ec x Ki — ce «s 4f» 
— 5 £■ , ôc le finus du même ace fera = i c ^ i — ce k «- 
H-I-T^HTf X (aff — i) ==■ 4CC — I y i—'cc , 6c 
ainû de fiùte» 

L I It 

Donc fi on nomme s, Sx. CfXcs Cvam 6c cofinus d'un 
arc quelconque moindre qu'un quart de cercle , 6c s" ^ 
j'", i'", 6cc. i-"> e"^ f e" y 6cc. les finus fie cofinus 
des arcs double » triple j quadruple | 6cc. de cet atc % op^ 
formera la Table fuiyante. 
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Taile des Sinus 6 Cojinus iArcs quelconque 
multiples d'un Arc donné. 





Gofînuï 






Sinus. 


CoCjicfim. 


e =1 






. =t^ ,-., 


Double... 


c" = tcc-t 






,»=itK ,-,. 


Triple 




^»=4.--.t^.-« 


Quadruple. 


<"= 8, ■-,.»', -H 


Qoiiuuple . 


»"= I6(+-I»c' -i- t t^ i~ce 


Sextuple.. 


<">).. '-).<■ + «( V ,-,t 


Septuple . . 


*^'=É4c*-8oe*-t-i4e'-lK i-> 




&C. 






6cc. 



Dom Charles Walmefley , Bâiédiftin Anglais , dans 
ton excellent Livre de VAnalyJi des Me/ùres, parvient à- 
«ette même Table y mais pat une méthode dî£^eme de- 
selle qm nous y. a conduits. 

Remarque ». H eftbon d'obferver ici, i". Que lî tlj. jt 
ion prend un angle 'LDB négativement j- Ion fînus de' 
nendta négatif Tans changer de valeur. Se qu'au contraire. 
fbn Golinus reliera pofîtif > de Ibrte que lin. — a =^ 
— iin^ 9. fie coC — « !?= çof. a .> Cette propofition, ainfi^ 
<]iie les deux Vivantes , fe coa^eit pat la feule infpe£Uoiv 
ifune figure fort limple.' 

2°. Que le finos d'un abgle augmenté de jtfo°, ou d'un: 
inultiple de la circonférence , né change point de valeur^.. 
À de ii|^nki mais qgie s'il eft augpieoté-dei^'tîDud^iHK. 
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multiple impair de i8o°f ce finus deviendra négatif ^ auHl* 
bien que le cofinus j fans changer d'ailleurs de valeur. 
Ainfi fin. a -*- 180"= — lia, a, Sx. cofin. a. H- i Sd" ^ 
'-— cof. a . 

50. Que fi on augmente un angle de po" j le finus de 
cet angle ainfi augmenté fera égal à fon premier cofinus^ 
& le nouveau cofinus fera égal au premier fmus pris né- 
gativement i d'où U fuit que fin. » |4- po* == cof. a. Ce 
que cof. «'-+-_po* = — fin. a. 

L V. 

Tig. 10. C o R o L L. 4. Si l'arc -^ M cft plus grand qu'un quart 
de cercle , mais n'excède pas la demie circonférence f 
alors fon cofinus fera — <:, & par conféquenc ii &ut chan- 
ger dans la Table les fignes des teones oh £ Cs trouva- 
avec des dimenfions impaires. 

,^ . ■- . -L VI. 

Remarque j. Dans lès équations précédentes ort' 
Toit que la racine c a toujours autant de valeurs j que l'ace 
dont l'équation exprime le cofinus contàenc de fois celui 
dont la racine c.eft le cofinus. -far exemple) c a cin<|- 
Taleucs dans l'^quatioa r".»» iSc^ '• — aor* -+• y j . Poue 
Fig. II. trouver ces valeurs on décrira une -circonférence ACE A.. 
fiir laquelle on prendra l'arc Ah dont le cofinus s= c'y 
& l'arc ^ £ ' qui foie la cinquième partie àe AL . Le 
cofinus de AS -donnii. ufic des caciçies de l'équation ^ 

enfuite 
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vu Calcul intb^gsal. Chap. IV. jj" 
«nfùîte en commeo<^nt au point B on divifera la circon^ 
iécence en cinq parties égales BC , CD , DEy EF, FBf 
àC les cofinus des aies ^C, AD» ^ DE, ADFdonaC' 
sont les auttes valeurs de la lacîne c , D'où il fuît qu'en 
nommant C la circonfécence , Se ^ l'arc /4L , l'ëquation 
c" s=s i6e' — 20 f* -4- ^c donnera les cofinus des cinq 

i* • ^ A C-t-A xC-hA 3C-t-A 4C~hA 

arcs fuivants - , , — - — , - — - — > ■ — - — . 

£n voici la caifon., Le coHnus e' de Tare /4L appar- 
tient non-feulement à cet arc /ÎL, maïs à tout autre àrc 
terminé par les points A, L\ c'eft-à-dire à Tape y^L-f; 
la circonférence , à l'arc AL •+■ deux fois lar circonfé- 
lence , &c. Donc la racinç c doit exprimer le cofinus de 
la cinquième partie de chacun de ces arcs. 

On voit audi par la divition du cercle, qu'il ne peut y 
avoir que ces cinq vdeurs : car en procédant ^u-detà » pa 
fetrouveroit les mêmes racines. En effet le cofinus do 
~- T — ou "*"— cft le même que le cofinus de - ; le 
cofimis de ^^'*~'* , ou ^"*' ^^-^ eft le même que le co^ 

finus de , flcc. 

LVII. 

Remarque 4. Le cofinus c" appartient non-feulement . 
à l'arc AL, mais encore à ù>a complément A EL, ou 
C — A;^ ce même cofinus appartient auffi à l'arc C — A 
augmenté fuccefldvement de C , 2.C , 5 C. Donc les 
lacines c exprimeront encore les cofinus de — ^ » ~— , 
- " > ficc. mais ces racines feront les mêmes qui ont 

E 
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été trouvée^ ci-devant. Cac le cofinus de — ^ eft le mèmff 

<jue le coQous de ~ > parce qae ces deur atcs en- 

lèmble font U circonférence entière. De même le cofintifr 
4& — " '• eft lii même que celui de - — ^-~.,. âcc. âc ainfit 
4e Urne. 

LVIIL 

Il en eft de mime pour toutes les autres ^quatbns^ aur 
cofînus t foit que l'arc ^L foît moindre ou plus grand 
qu'un quart de cercle > de forte que fi. A marque le nom- 
bre des parties dans lefquelles l'arc AL eft divifé , iei 
racines de ces équations feront les colinus des arcs ^ 

Ç^A C-^A tC-A »C-t-J jC'A JC-H^ „,- of 

-T-' -T-» — :-' -T— » —r-* —r~> ^^- ^ 

ces arcs fc trouveront en divifant la circonférence en autant 
4e parties ^ates que A contient d'unités , en commen^t^ 
Wi point Bx AB étant fijppofé égal à ^ - 

LIX. 

. CoKOLC. p. Si on fii^fe dans Ws ^équations préc^ 
dentés le cofînus de A L sss^-^ i , c'eft-à-dire que l'arc 
AL devient égal à la demie circonférence , ou que ce 
Fig. 13. cofinus ^ I , c'eft-à-dire que l'arc AL devient égal à la= 
circonférence entière ; dans ces deux cas y en divifant la^ 
circonférence comme nous avons enfeigné dans le Corol- 
l^re précédent , les vcs des divifîons paires de la [»e* 
«ûere 6gure feront égaiu aux arcs des divifîons de la le* 
Gonde , en fuppofànt que le nombre A £oit le m&ne dç 
fan & d'aucte. 



Fig. tt. 
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Si A eft un nombte impùt dans le premîec cas , & un 

«ombre paie dans le fécond , le derntec des arcs eft mar- 

^é par -i donc la valeuc d'aa des coioms leca: ^al à -?? i. 

LX. 

■ GOROLZ.. <. En fuppo(ànt que les quantités a,i, hi 
k, 6cc. rpnt les racines des équations aux cofmus , a fec4 
Je' cofiilus de - y * celui de — -— > k fera celui de '*' ■■■» 
k cehrî de ^^ • ~*~ ' '* , dccr flc les équadons aox cofinus fv* 
iDM compères da produit des quanôcés c — a^ ^ — ^t 
c-^hy c-^'k t &c. Les principes ordinaires .de TAhgebre 
feront aifémeat conoottre le nombre des> racines ponâves 
6c celui des négatives -y fic.comme les féconds termes man- 
quent dans toutes les équations aux çoHnus , il s'enfuit | 
«omme on le ùàtp qjue la ibmme des racines ou des co* 
iinus poGti& , eft ég^ile à la (bnupe ,dçs cpâ&us négatif. , 

L xr. 

Lemhe €, St dans un cercle quelconque v^C 5* f^ tmmé 
décrit du centre C> on tire deux diamètres .45, QO per^* ^ thl^dma 
pendicuïaires Tun à Fautre ; qu on prenne Kir la cîrcon- J|; u diSSî 
fécence un arc A L dont le cofinus foît nommé^ t , & l'arc *•" ,"^* ^ 

AL <'■'■■ cercle. 

AB ^ — ; qu'on dlvife la circonférence, en commençant 
au point' qucî(îônqu^B", en un noiflbnrde" parties égales 
marqué par ^r eoBveae ÉF, Fh iP r^û- il outre cela 
on prend un point quelconque K , dans; le cRametre AS 
duquel on mené à tous les points de divifi<:m les lignes 

E ij 



,y Google 



-îtf ÏNTRODVCriOH AV. TrAITE^ 

KB, KF, Kl y KP y Ôcc. je dis qa'on aura O"* »: 

€T*- , a Parc ^ I cft moindre que v4 G ;^ & =CA * *-+- 
a f X CK -fc- CK * , fi l'arc AL eft plus grand que AG,, 
mais moindre que A GS^ 

' D^MONST. Soit tiré le rayon BC & BArperpemli- 
éulaireaù-diametre-^^S'i fuppofant toujours le rayon=i, 
on nommera CK x, fie <», A» A> h, Sic. les cofinus des- 
arcs ABt AFy AI, AP, &c. c'eft-à-dire f, ^^ 
i^j&c. ôconaura W=BiV*-^*:A^* ^i—aa-i 
a — * sss i ..^ 2 a X ■^ -x X '. de même KF ^: i — 
2^* -4-**, fi les arcs ^B , AF font termina dans là 
demie circonférence GAO duméme càté que le point K; 
ton a aufli K/* = i-\-2hx -*- xx-t KP^ = i -h a kx-^xx. 
Suppofons à préfent \ <—a:ax -^r mx^=o , fie faifons'là 

même-, fiippofition -pour lés autres valeurs > on aura a^ 
I -t- »* _ j _. ' -»- y* . _ A t -»- ** . I I + X* 

ponc .on aura généralement c= ■- ."'" :—■. Si on tranf- 
: çofe maîacehant tous les termes^des équations trouvées 
aux cofiniis ^Art. lui. ) du même côté'du figne. d'égalité, 
enforte qu'elles deviennent = a, & qu'on fubftitue dans 
ces équations la valeur, de r > elles deviendront celles-cû- 



— zr^ = ^ 
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Or c , e" , c" , &c. marquent le cofinus de l'arc yÉL que 
nous avons nommé t dans ce Lemme : on aura donc 

cette équation générale :s= o .lorfque A'L 

eft plus petit que j4'G ; 6c torfque AL eft plus grand 

que AGj ^ o. Mais les équations aux 

cofinus ibnt conipofées- du produit des racines c—a 
=so, c. — tj C-+-A, c-hk-j donc l'équation générale 
. , = o eft aufli formée du produit des 

racines '-^^^ — *== o, '-±^ — 5 = o, i±:iiî -h A = o, 
■ — ~-hk:^o. Donc l-+ztx He-** =s5 I — t,ax-*-xx^ 



\l~- 2 II x-t- XX. X t-i-zhx -^- XX X l-^-2kx-^xx , 
«te. donc enfin y^C'* + at x CJC^rtr CJC" = KS' x. 

c o n&L L. H fuit de ce Lemmej qu'onpeut par la feulé 
divifion d'un arc de cercle en pairies égales afligner tous 
lEa&aeuisttmomesdej['--+.^»--)-y,qu'onvoitêtrela 
même qoanriEé que i.^>t*'-l-i'* en fuppofànt > = •? 
f:=a". Si. regardant alors a comme le rayon = i . B 
&it t>ion fài;e;attenrion à ce CotoUaite ; il fera d'ufàga 
idans-la fuite^ 

LXIII.. 

Theoxeme j. Sion divife une circonKience dé cerclé 
tfiDFJI en aies égfLXu.^B,.B.OfOP,DE,EF,eia Fi,.,?-. 
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dont le nombre foie ëgal à 2 a , &: que d'un point quel- 
conque K pris dans le diamètre ^ F > on tire des lignes 
K/i, KB t KO, KD, &c. à tous tes points de divifion^ 
on aura C^*" — CK'' == K^ x KO x KE x KG , 6c 
C^*-hCi(:^ = KB X KD X KF X KH, &c. en pre- 
nant ainft ces lignes alternativement. 
iWmonflra- DÉMONST. I*. Sî OU fuppofe / =s= i Tarc yiL devient 
^me"de m! ^gal ^ l» circonférencc entière ; par conféquent l'arc ^0 
C°«'- =« ^ . 6c fi en commeniçant au point O, on divife la crt- 

Fill '15I conférence en un nombre de parties égales defigné par \ 
aux points E , G, It 6cc. jf y le dernier point de dlvU 
fion fera toujours ^> & les cofînus des arcs AO , AÉ^ 
^G , Aï, 6cc. ( Art. lx. ) feront égaux à a, b, h, k , 
6cc. 1 ; oc on aura dans te cas préfenc 1 — 2 r jr -Hat ^ ==^ 
i — 2x -+-** , dont la racine quarréc eflf 1 — * ; don c 
on a ( Lemme 6. ) i — x^ = ^ 1 — 2ax~^xx x 
y^i — 2i?X'+-xx X y^i~^hx-^xx X ^ i-h^kx-i-xx x 
^i—tx-^Mx , c'aft-à-dire CA" — CK^ =» KO x 
KE X KG xK/, ôtc. X KA. 
Pig,„. 2". Si on fiippofe ï=œ — i , l'arc AL devient égal à 
Fie. ij. ^^ demie ciiconférence ;. par ccHiféquént Tare AB=^ ^ . 
6c û du point B on divife ta circonférence en un nombre 
4e parties égaler maïqu^par ?t aux peints D, F, H> &:c. 
les cofmus des arcs AB, AD, AF, AH, 6ec. étant 
exprimés par les quantités a, b, h, k, ôcc. on aura dans 
le cas préfefiC i — zfar*-t-**'* =* i -f- a*^-*-j#** » 
dont U racine quatxéedli Hrx^» ce tpi doâile(Ârt. fcXh) 
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j»tr Ca I.CUI 1 KT^ aKAi. Ch/ip. IV. jj 
f -4- ar^ g=s *^ 1 — 2<ijf-+-jfjr x ^i — ibx-^'xx x 
^ I -4-aA* -t-xx K ï^ i-4-aA*-4~x* , ceft-à-dire 
C^'-t-CK'=»*:B, X KD, X KF, x KH. 

Donc en réunii]&nt tes deux cas de r = i » fie de r »£ 
i-i, on aCy** — CK* = K^ x KO x KE x KG, 
&c & C-rf*-fc-Ci:' = KB X KD xKFx KH. 

LXIV. 

Remarque, Le Théorème précédent eff le âmeux 
Théorème de M. Cotes. Il a été rendu plus général par 
M> Moivre, comme on le voit dans ibn Livre intitulé: 
'Mifctllanea analyùca de fcriebus & t^Haàraturls. Ce Théo' 
f ême dont l'auteur n'avoit pas donné la démonâration > a 
été démontré pat l'illuftre Jean BernouUi , voy. Tome IV. 
de fes (Euvies , N°. CLX , & par M. Herman dans un M^ 
moire imprimé parmi ceux de l'Académie de Feteribonrgy 
tom.. VI. -Au refte la manière dont il eli ici démontré , m'a 
paru U plus fimple & 1» plus claire. Je l'ai tirée du Livr& 
4e Bam Châties 'Walmeile; déjà cité An. un. 

LXV. 

Coii<»,i«n>.E I. n n'eft pat difficile d'appliqttei ce Aprilcnioii 
Théotème à des cas pamcuUets , en donnant à A telle pricidn» "î 
valeur qu'on voodta. Par exemple , prénom d'abord la cSiwû^'"*' 
première Cuppotition de r =i i , tx. fbic A =^ f ; djvifant 
la citconf&ence en cinq parties égales aux points fi , ¥, Fig. 13» 
Ji,S.^Af, oB.awii caulè :de-X£i>»K£ &.de Kf => 
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K£>, CA^ — CK^ = KB'- y KF* x KA ; c'eft-à-dire 
a — X = I — * X I — 2ax-^ XX x i-i-aA*-+-xx* 
On trouveroit de même les valeurs de i — x en fuppo- 
iànt A =^ 6 , 7 f &C. 

2**. Lorrque t = — t , en fuppo&nt auf lî x ^ s t o» 
trouvera i-+-**==i i-+-* x i — zax-i^xx x i H- ai*-»-**, 

LXVL 

/ Corollaire s. Il fuie du Théorème & du Corolkire 
précédens , qu'on trouve aifément par la divifion d'un arç 
de cercle les &âeurs de ± x ib " > ^'^ fuppofant a 
iégal au rayon qui eil = i - 



CHAPITRE V. 

Sur les Imaginaires. 

LXVII. 

Ous allons démoncret ici deux Froponâons gén^tale^ 



N 



& du plus grand ufage fur les imaginaires > la pre- 
mière, que toute quantité imaginaire d'une forme quel- 
conque peut toujours fc réduire k A'^By^ — i, /^&5 
étant des quantités réelles. La féconde « que toute racine 
imaginaire d'une équation quelconque peut s'exprimec auJQ 
par A-hBj/' — I, 

LXVIIL 

Dimonftra- LeMME. SI K-f-H^— ï s» Z.-é-Pl/"-*-> i K,H, Ij 

non de li pre- 
mière Putîe> £C 



,y Google 



vu Calcul i h t c'g h» C. Cttur. V. ^i 
& P étant des quantités réelles, je dis que K=L & H=P, J.™"» 

Car pairque K — L-<-(H — P) i/" — i =o, il s'enfuit 
que K — L=so & H — Ps=o; autrement foit K — L^R, 
& H—P^S, on auroit R-i-Sy' — i ='o , c'eft-à-dito 
le réel K égal à rimaginaire — S^^ — j , ce qui eft ab-. 
futde. 

LXIX. 

CoKOLLAiRE. Donc quand une quantité eft égale à 
séro , fie qu elle eft compofée de plulteuR termes , les 
uns réels, les autres multipliés par ^ — i , les deux pac- 
tes font chacune en particulier égales à zéro. 

LXX. 

Théorème i. Une quanmé algébrique quelconque, ExpreOîoH 
compofée de tant d'imaginaires qu'on voudra , peut tou- ^on^utdon- 
jours fe ramener à la forme ^-+-B(/'— i , A bi B étant ;^ji<'°^" 
des quantités réelles quelconques. g°^^" ''^^ 

Démonstration. i°. 11 eft évident que « + * y — i ± con9«e. 
g-^hy^ — 1 peut fe ramener à la forme ji^^B^ — i; 
car a-i-iy^ — i ■^ g±hy — i ^ ii±g ■+■ (i-+:h) 
y — I = A-^By — I , en fuppofant a-±^g = A, et 

â*. i^a-^by — i) X {g-^'ky — i) peut fe ramenée 
à A-^By—i. Car (<i-t-«K— I) x (^g^hy—i)=> 
'«"!:'«//' . Donc ag — bh = A , Di bg-^ah = B. 
-'r'A^By-. L ^^ . car J-^. = 

[-:;;:;^-[^:;;;:;^ = ^^.ordanscett, 

F 
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42 ISTSOCaCTIOU AU TsAITP 

quantité ainfi réduite "'"'".. = ^, & '" 'j. = ^" 
DonCj &c. 

4°. a + ii^— 1*"^'"" = ^-t-B»/— I . Cacfup- 
pofànc que cela foit ainfi j on a par les logarithmes t 
/ a-t-«K — i'"^'*^"' = /( ^-t-BK— 1 ) ; ou 
g-i-it^—i /(o + iK— i) = /(^-(-B)^— i). Donc 
en prenant les différentielles logarithmiques , ^ifant varier 
ji,Beiia,b, U. fuppofant ^-4-A)/' — l confiante, ce qui 
eft permb, on a {N) {g-^hy^-i) x ('.'+"/-'! ) = 

\.g-T-ny i)x (^^.jy.,,.(^_i^_,) —en 
mettant d'une part tout ce qui eft réel , 6c de l'autre tout 
ce qui eft imaginaire = ^"" •^'YX'//*'^ '"'' "^ 
"•''•'^"•'.'r-H':f'"''-'r . FaiVânt U même opéra- 
tion fur le fécond membre de l'équation (iV) , nous 
avons '''■'-^'y'-' _. (dA + iay-i-) . (■<-e,/-t) __ 

AâA-i-BdB _ (^iB - Bi^)|/-i , 

' AA + BB " AA + BB » ™"'= 

AiA + BdB -^ (AdB - BdA) ^^~i ^ ., - ,4 

= ZT^r-îï '^ ■ Otilfiut(Art.ixviii.) 

que la partie réelle du premier membre foit égale à la 

. partie réelle du fécond , & la partie imaginaire , à la partie 

imaginaire. Nous aurons donc les deux équations fuivantes, 

m \ i'ài+ ihdh -d hdt -4- Ikdi AiÀ-i-BdB , ,„. 

^ ' TT+n AA + SB ■ *(^) 

{hadt-^ kbdb ^ f^adh -f^hia'jy'-t ( AdB - BdA ) ^-^ 
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comme il eft aifé de le prouver en difFérentiant le fécond 
membre de cette équation. De même f g x { ^77^77"} 

{ en mulripliant par 1 , ou par /<: = i ) = — V-f^i^l- 

x l c =s te 1 44 + A* / , Donc en rapprochant les 
deui membres de l'équation (Q) ainfi intégrés , on a 

^ -ifj tdi-bu x 

l V AA-hBB = iVaa-^tb' -¥ le L44 + M/; 
donc repiiint des logarithmes aux nombres , on a 

VA-A-^BB = Vaa-^-bb' x c_ < •'-*-**/ • ' 
Faifons à préfent la même opétaaon fut 1 équation ( P ) , 
que nous venons de 6ire fur l'équation (0) i cette équa- 
tion (P) devient en divifant par V—i de part & d'au- 
tre & rédmlànt (K) XT^rTF = * " l^TTsT ) ^ 
i X {^i^i^} ■ Mais/{^^^} = (corol. Art. 
XLiii.) un angle dont la tangente eft | ; /i x {"./^j, }• 
= A/ V'TÏ+ÎÎ. 8c fg X {^î^i^r} = ^ ""'''P"^ 
par un angle dont la tangente eft ^ . Donc en rappro- 
chant les deux membres. ainfi intégrés de l'équa tion (R) 

on a iS) f{^^^^} - t' »^" + " + ^ X 
rSiÈijLÏilX . D'autre part nous avons trouvé plus haut 

J \ 4«-l-S> S "^ - hf f adi - ii' X 

*^AA-^BB = (ao-t-**) î X e l- "'J^"/ ^ 
nous Êvons auffi que /| ^_, j^',, ]■ & /{' 44 + 4»'} 
font des expteflions d'angles dont les tangentes font j 6c 
i . Donc parce que ( Att. xu ) la tansente d'un angle eft 
' Fij 
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le finus de cet angle divif^ par fon cofînus, B efl: le finus; 

êc ^ le cofinus d'un angle dont la valeur eft A / y^aa-^-bb■ 

r(tdb_~bdp^ j le rayon VAA-^BB- 

eft s=r (aa H- *^) ï ^ c L Au-^-bb S . pânj cettecx- 

~hf f aU~bda \ 

preflîon c l a- + *a / ( Art. noc. ) eft l'ordonnée d'une- 
logarithmique dont la fous-tangente =s: i , & dont l'ab- 
fciflê négative = — hf l^j^~^ \ t c'eft-à-dite qu© 
cette ordonnée eft plus petite que l'unité; 

Donc enfin {a-\~by — i)^"*" *^~' peut fe ramener 
à A-^'By — I , puifque pour avoir A &c B il ne faut 
que prendre un cercle dont le rayon foit égal à la valeur 
trouvée & toute réelle de y^AA-+-BBi Ôc prendre fur 
la circonférence dfe ce cercle un- angle égaV à la- valeur 
auffi trouvée deyf ^.j^-fla "! » Â '^^ ^* tangente de 
xet angle ; B en fera le (Tnus, éc Aie cofinus. Donc, &c. 

On fait donc réduira à la forme A •^ B V — 1 1 -^ & B. 
iétant réels. 

1°. a-+-iK— ï '±.g-±.^V — I 

* e-t-Av-i 

^ 2 + ft^-i 

4". a -H A J/ — I 

Donc une quantité algébrique quelconque compoféë 
de tant d'imaginaires qu'on voudra, peut toujours fe ramo; 
ner à A-\-B\r—i^ ^ & B étant réels. C Ç. f. P. 
L X X I. 

far le moyen dii Théorème précédent il fera; toajourç. 
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bX7 Calcul i itte^cra t.. Chap. V. ^ 
ficiïe de réduire à la forme ^-hBy — i une quantité Cofiffqnenw 
Gompofée de tant & de telle forte d'imagïnaites qu'on prtcidei& 
voudra. Car en- allant de ht. droite vers la gauche on fera 
évanouir Pun après l'wtre tous les radicaux excepté un 
leuL La quantité le ramènera donc à ^ + £ yT — i*. 

LXXII. 

liorfîiue le fîgne radical'fora diiférent dé K— i > il n'y Applicano» 

, 4 * i. ^ quelque» a- 

iura pas pour cela de difficulté-: car y^ — r = (V — ï ) * > »««ïieï. 
y" — 1 = ( v^ — 1 )"» , &c. Après cette petite obfervatiôn 
il eft. aifê d'appliquer notre formule à quelque exemple 
que ce ibit;. 

Ainfi nous ramènerons facilement y" — c, à la forme 

ji^By—i, Car i^— ^ = p^y^^ « K77x^ 
y — I =^c*" » 1^ — I ps= (e''-y — I) ". Orencompa- 
jant cette quantité ainii réduite avec a-f-i y — i ^ 

on voit que y A s= o 

g ^ i 



là tangente-. .. ... .^ ..... ^ = oa 

donc l'angle / { *^ ^ ^ ^/ } fera droit. U s'enfuit donc 
de là que £ 6c ^ font les fînus £c cofinus d'un angle dont 
le rayon = r ^t fie quLeft à l'angle droit, ou à.^, oa 
À-S i 9" <k. 15 jL £cc. angles droits^ comme ^ eft à. v^ 
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LXXIIL 

De même a-^è}/' — i rentre dans le cas précèdent 
en fâifant As=o . Cette quantité peut donc être fuppofêe 
^^ A-^B V — I j en prenant B Oc /i pour les fmus 6c 
cofinus d'un angle dont le rayon =(<)a-+-AA)*, 6c qui 
fi>îc à l'angle dont ^ âc o font les fînus fie cofinus , comme 
<3 eft à I . Donc fi ^ =ss ^ , n étant uu nombre entier 
quelconque , il y aura un nombre n de quantités telles 
que A-^B y — I , qui étant élevées à la puiflânce » 
rendront a-^b V — i . Car il y a un nombre n d'angles 
différens dont b (aa font les Hnus 6c cofinus, favoic A^ 
C-^A, 2C-hA, 6cc. 

3LXXIV. 



Soit encore propofé de mettre A/liA^ . (wH-bK— 
X ft±SXzL\ fous la fonne A-^By^—i . En allant 
de la droite vers la gauche t je commence pat r -*- j V" — i 
que je mets fous la forme fuivante r-^sV" — i ^ • Cette 
quantité fous cette forme fe rapporte à a-^b V — i 
dans laquelle a= r, A=o , b^^s , g='j '• or nous 
venons de démomrcr" que cette dernière imaginaire fe 
ramcrtoit à A-+'By — i . Donc, 6cc. Jopere de même 
fur jt-t-^i/" — I = *-f-^K— I "= par la même raifbn 
que la précédente A ■+-Bj/' — i . Ce membre devient 
*"»<: '^„'^l'/^l\ quamité qui fe rapporte à j^|^ que 
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D<r Càlcui I h t ï'o b i« i. Chap. V. 47 
nous avons vu fe ramènera ^•+-By — 1 (Art.LXx. N°. 5,) 

Nous avons donc déjà #/ i±±^| . („_j.„^ — , 1 ^ 

(» -»-Sj^ — i). De même m-t-ny" — 1 = m-t-nv' — l^, 
& a-t-iy^—i = a+iv'— I •■ , & ^-t-^j>_i = 
g-i-h y — I •■. On aura donc en faifant les mêmes laifon- 
nemens que ci-deffus (/»-*- J V — i ) x (m'-+^B'K — i ♦ 
^ (/»'-t-^'v^ — i)^- or'cette quantité le rappone à 
i»-4-èK — I* "' dans laquelle a ^ f' 
* = î' 

^ = 7 

i = o 
Donc ce premier membre fe ramené aufli à « ' -4- S ' y — r : 
on aura donc (»'-».£' |^_,) . (, _(. J i^_, ) . Qr 
BOUS avons vu ( An. ixx. N°. 2. ) que (n-t-iK— ') - 
(g-^hV—i) fe ramcnoit à A-\-iV — i : donc la 
propofée entière fe ramènera à A-^By—\, 

LXXV. 

■ La feconde ptopofition , fivoii: (pie toute racine fma- TUmtaéai 
ginaire d'une équation quelconjjue peut s'exprimer pat J^ViS^ 
A-i-B y — I , paroît une fuite nécelfaire de la première; 
cependant elle % befoin d'ime preuve particulière. Car 
■juoiqoe nous ayons démontré que toute quantité imagi- 
naire peut fe réduire à A-\-By — r , on pouroit douter 
i^a'ii en & de même des ncines iœaginaices des équar 
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tîons i parce qu'on pouroic croire que du moins dans cer^ 
uins cas ces racines n'auroïent aucune expreflion analy- 
tique pofÏÏble. Mais les Théorèmes fuïvans oe laifleiont 
lacune difficulté i\ft cette féconde propoûùon. 

LXXVI. 
f™""?* L E H M E 1 . Dans une courbe dont z & » font le* 

Î repara (01 res -, , • V i.t 

cette dé- coordonnées., on peut fuppofer z=ss Dit -f-C» ',&c. 

mooÛradon. *> 

u étant fore peute , quoique nnie î fie dans ce cas u étant 
foie poHtive , foie négative: , cette fene reprelènteca la 
valeur de z> 

Dé MON ST. Soit z^H-iz""' «-+-..*.-+-Kz-l^ 
^ « H- F^ o , Péquation de la courbe : je dis d abord 
qu'on aura aifément la valeiv dp z çn h j locfque u çjFt 
fort petite. Car ayant dHpofé cette équation fuc le Parai- 
Ulograme de M. Newton , op fpr le Triangle finalytique 
de M. l'Abbé de Gua, de Ijiniianiere enfeignée par M. 
Cramer ( Ânalyfe des lignes courbes ^ Qiap. ]II. p. f 4. ) 
on trouvera fhaque teniiie de l'équation de z en m l'un 
après l'autre, fie on aura z.^^Du -*-C« "*"'-•-» ficc^ 
Cela pofé , je dis que fi » eft fort petite , cette ferie re- 
prefentera la valem.de z.) foit que u foit poftttve^ (bit qup 
u foie négative. 

Car 1°. lorfque « eft pofitîve fie fort petite , il eft évî^ 
dent que ia valeur de z en u lera une faire extrêmement 
convergente , dont les termes commencent, au moins à - 
uaQ certaine diâancp du prenûei ^ à ne contenir que des 

nces 
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vv Calcul ïnTe'ghv*!. <:hat.'V. 4^ 
puîiTànce poOtives de » ; autrement elles n'imient pas en 
augmentant » ce qui feroit contre la fuppofttion & contre 
hi manière dont la ferîe a été formée. Donc fi on fubftîtue à. 
la place de z fa valeur en » dans l'équation de la courbe 1 
^us la valeur fubftituée de z aura de termes > plus les 
puiflànOës de u feront hautes dans les termes qui refteront- 
après avoir effacé ceux qui fe détruifent ; 6c akifi le réfdtat 
de la fubftitutlon approchera d'aUtant plus d'être nul 9 
qu'on prendra plus de termes pour la valeur de z. Donc~ 
m étant pofmve & très-petite, quoique finie , la ferie 
«=»£>«*-!- C« *"*"' H- , &c. tepréfehtera d'autant plasr 
exaâement la valeur de z , qu'on y prendra plus de termes , 
fie pourra en approcher d'aufti près qu'on voudra. Donc 
cette ferie exprime la valeur de z , - - ; - 

2^ Il en fera de même, A en hiùkntu négarîve dans 
l'équation de la courbe , on y fubftitue la valeur de z 
jrépondante à u négative. Car plus cette valeur fubftîtuée 
aura de termes > plus les puiflânces de — u feront hautes- 
dans les termes reftans après la fubftitutlon. Or fi on 
cherche une quantité -4-t-B|/"^— 1 =( — Dit) j k 
ezprïme un èxpo(ànt foiâionnaire d'un degré pair > on 
trouvera Êtcilement ( Art. lxxii. ) que A in B font des. 
quantité réelles du même nombre de dimenfîons que 
P u , Donc n on fubfiitue dans ces termes reftans , à 1« 
place des puiflances de — u, leurs valeurs ^H-SK — 1« 
£c qu'on partage le téfùltat en deux quantités féparées y 
Fuoe toute réelle» êc l'autce multipliée par y^ — i ; chacun^ 

G 



,y Google 



f* " IfiTSODUcTtoir ÂV Trjits' 
6c ces quantités fera d'autant plus petite , de approcher^, 
d'autant plus de zéro > que l'on prendra plus de termes 
pour la valeur de z. Donc « étant négative & très-petite > 
quoique finie» la ferie qui exprime la valeur de z répondante 
i -~ » efl d'autant plus exaâe qu'on y prend plus de. 
^rmes. Donc cette fene eft la vxaie valeur de z > quoi- 
qu'imaginalre. 

, Ot tous les termes réels de la ièrie précédente peuvent fe. 
Kpré&nter par une quantité finie te réelle Af ; & cliacutk 
4éi termes îniaginaîrËs> félon ce qui a été 6àt plus haut^ 
peut fc rcpréfenter pat G-^Hy — i , G de If étant dei 
quantités réelles. Donc la Ibmme des termes réels & desi 
termes imaginaires » c*eft-à-dire la ferie entière que donno 
u négative , peut fc rçpréfencec par ^ -t-B y — i . 

LXXVII. 

' CoKOLL&iRfc. Donc on peut toujours fuppofêr à u prHè. 
négativement quelquç valeur finie , telle que z foit =% 

J.XXVIII. 

ScMOLTE. Nous remarquerons ici en paflânt que \otCt 
que » eft infiniment petite , il ne fufiit pas , comme quel-i 
ques Auteurs l'ont cru , de prendre un feul terme de iat 
fcrîe pour ex^tinier la valeur de z . Car (bit, par exemple» 
« = H»H-K^ l'équation d'une courbe , il eft vifible; 
que « étant négative, z eft imaginaire, parce que y^'^ . 
ibfl îmaginaite j mais fi on bégUgeoit ^folumeat le tennei 
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Dt? Calcul iste^gral, Chaï. V. yr 
■ru*, u étant infiniment petite» on auroït xs»*, fie 
•par conféquent on ttouvecoit z réelle , u étant négative ^ 
•ce qui n'eft pas. M. d'Alembert eft le pTcnùerquî ait fait 
-cette importante remarque dans les Mém. de VAcad. de 
Berlin 174^» & qui ût par là invirtciblement établi Texi- 
ftence des points de rebroulTement de la féconde e^ece 
>que d'Inbîles Géomètres avoient conteftée. M'^ Cramez 
<& Euler ont depuis traité la même matière ; l'un dans 
£>n Introdiiâîon à l'Analyfe des lignes coutbes ^ l'autriâ 
dans les Mém. Acad. de Berlin 174^. 

LXXIX. 

' Lemme 3. Soit a t'a valeur de fâbrciflê dans ttne courbd 
'Çéométtîque 1 lorfque l'ordonnée paffe du réel à l'imagi- 
iiaire , on pourra toujours fuppofer à l'abfcifle une valent 
W"+-^, telle que l'ordonnée correfpondanw foit A-^B 
\r — 1 j f, étant une quantité qUi jreùt êtïfe très-petite > 
mais toujours finie: 

DiMONST. Soit W*-*-**""' J» . . . -I-^H-K^ad Fig, !«' 

l'équation d'une courbe Ty , i<M . . , . AF = y 

fcît auflî T le point où les ordonnées deviennent ima^<! 
faaires , & ibiént ......-.■ i . ; ., . Ty =- « 

AS^ à ' . 
. ■ i ■ ST=^C 

• ■ My « z 

OnzunAS-^^F^fS^TysstipUe-^x^zi 

Gij • -^ 
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donc l'équation de la courbe rapportée aux coordonnées 

TA', FM, fera 2" H- Bz"""' H- -+.Kz-f-^« 

-+- F = o . Donc fàifànt T/^, « , négative & très-petite:» 
^11 eft: nécdTaire y par exemple =s TO ^ l'ordonnée au point 
■0 fera =i A-^B V — 1 î donc ^ordonnée au point !• 
fera = C -4- ^-4-B V' — t . Car en tranfportant l'axe TV, 
en AS i on ne Ëik qu'augmenter de k quantité confiants 
£c réelle ST=x G, toutes les ordonnées ^A' de la courbe^ 
£>it réelles » fbit imaginaires : or les ocdonnéss imaginaires 
qui répondent à TO négative fie finle>^ mais ttès-pctitc., 
s'il eft nécefiaire, peuvent être fuppofécs^ A-+-By^ — i 
(Art. Lxxvii. ) . Donc les ordonnées imaginaires répon- 
dantes à AL font ST'^A'*rBi/''—ïi Donc depui» le 
{oint S au moins jufqu'à une certaine diilance finie L., 
les ordonnées peuvent être repréfentées par G-^Hy — i. 
.Donc en général, dans toute courbe j AP étant = ^, 
& PM^s^fy fi S eft le point, ,oÈi,/» ceffe d'être réelle ^ 
palTé ce point , au moins jufqu'à une certaine diftance L.^. 
ça pouna fu^Çpofer $i=^k H-< ï<— :i - 

'- ■ ; ■ • - • Lxxx.:- 

Seconde / Théoreme 3,: Sok unr multînome quelconque x*" *^ 

montrée, hx . -H/« . -J- .... ^ .•+■/* -f-^ = o , tel qu'il n^ 

Toute raci- ^^ aucune quantité réelle qui fubftituéc à la place de » 

!ÏÏ*^4ua^ feflcf éganouiç tous les termes , je dis qu'il y aura toujours 

J°ç"^'g*^ une,-qyantité:m-f-nK— I à fubftituer à la place de * qui 

SÏ??-'" jend?a, ce. multi^me -==-0 4 «■ & jr ^aut des ^ntjt^ 

léellés» .. 
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b» Calcul i st e^cr-ai. CHAf, IV. sj 
D^HONST. A la place du dernict terme ^ de cette Rg. ,7. 
ifquation > folt mife une indéterminée y , enforte que 
« •+• Ajf ™~^ . » . . •+-_)! = o foit l'équation d'une courbe 
_'MT dans laquelle TabrcUIè yiJ* (y) peut toujcuis être 
fuppofée réelle , fie dans laquelle la vaTeur de x en y fera 
ou réelle oatmaginaîre. Soit fait « ^^p -h q y — i jjp Scq 
^tant des indéterminées quelconques réelles ouimaginai- 
xes y fie d'une forme tout-à-^it inconnue , on aura en fub- 
ftituant cette valeur de x une équation qui contiendra trois- 
indéterminées p, f^y: on pourra donc changer fie féparet 
l'équation précédente ea deux autres quelconques à vo^ 
lontéj pour plus de commodité-, je la fépare en deux autres »> 
dont l'une renferme tous les termes où ne fe trouve point 
y — 1 , fie l'autre tous ceux où y — i fe trouve i fie cette 
dèriiîere étant divifée par y — i >. on aura les deux équa* 
tions fuivantes i ^^ -H r^ **'* 4* -t- . *. . -f-^ = o ,. fie 
^'"~ ' ■+-.,....-+- ï î^-o . Or ces deux équations peu- 
vent fe changer en deux autres j dont l'une renferme^ fie /», 
ific l'autre j fit ^,. Nous-enfeignetonsplus bas (Art. lxxxviii.) 
«l'aprè^ les Auteurs d'Algèbre comment fe Ëùc cette opéray 
Ôon ; mais il nous fuifit à préfent qu'on puîfTe la Ëiire , 6c 
la fuppolèr faite. Cela pofé , je dis que ^ fie ^ auront tou*- 
jpurs quelque valeur réelle. 

Car 1°.. il eft évident que depuis S jyfqu'en I.., ^ fie ^ 
auront une valeur réelle. >. puifque (.Lemrae précédent^ 
depuis S jpfqu'en L, on AX^Â-^By. — i.: d6nc^:=^j,, 
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a°.Suppofons quepafféle point Lfp èc^ ceflcnt d'avoîc 
des valeurs réelles j dans ce cas on aura ( Art. Lxxix. ) 
depuis L jufqua une certaine dîftance JC, par exemple, 
p = k-hi y — I , & ç =s= _g^ H- A y — 1 . Donc* = t-+-^ 
H- ii~^h)V — I : donc p=:k-^g & ^^î-hA; donc 
la fuppofition qu'on avoit faîte que /> & ^ ceflbient d'avoir 
des valeurs réelles en Z. , eft une fuppofition fauiïe. 

En continuant le même raîfonnement , on trouvera que 
par-deià le point L fie tout le long de la ligne SQj p &c q 
feront réelles. Donc quelque valeur qu'on fuppofe ^ y 9 
la valeur imaginaire correfpondante de x Cen^p-^-q 
y — I ; donc fiy=gf la valeur correfpondante de x 
fera m-{-ny — i , m & » étant réelles. Donc fi *" ■+• 

hx -+-^ =! o a une racine imaginaire , cette 

racine fera = mH-n i/'~~\ . C. Q. F, D, 

Corollaire. Donc «""-f- A*""'-!- ." -4-^ = 

pourra être divifé par x — m- — n}/" — 1 .' Car en faifarit 
la divifion , il eft toujours poflîble de parvenir à un refte r 
dans lequel il n'y ait plus de x , puifque * ne monte qu'au 
premier degré dans le divifeuc x — m — n}/' — i ; & fi 
on nomme Q le quotient, il eft évident que Qx — Qm 
• — Ç»K — I -V-r = o fera une quantité égale & identi- 
que au multinome propofé. Donc fubftïtuant dans cetto 
quantité m-Hw!/" — i à la place de *, le réfultat doit 
être=Oi donc Qm-^-Qn}/' — i — Qm—Qn}/^ — ï 
H- r = o , donc r = ; or r ne contient point * ; donc 
G r :ss o , c'eft parce que réellement la divifîoA s'eft fëittf 
iàns refte. 



,y Google 



in; Calcvl iNTBfaRAU Chap.-V. ^J 
LXXXI. 

. Théoremb j. Si un multinome tel que celui du Théo^ 
lême précédent peut fe divilèr par wH-wK-:-» > il aura 
en même temps pour divifeut exaû m — ^^^ — i . 

D^MONST. Ce Théorème fera prouvé, fi on Êiit voir 
que m-^ny — i fubftituée à la place de x , faîlant éva- 
nouir tous les termes du multinome > il en fera de même 
de m — ny — i , 

Four le démontrer & rendre la démonflration plus fen- 
fible> foit l'équation x' -hhx-^g^^o que je fuppofe 
avoir pour divifeuc ezaâ, ou pour racine m+ni/* — i , 
en fubflituant pour x fa valeur m-^nV — i , il viendra 
î-'fc^i" «v'-'i'+ê =^ ^ ' Cette équation fous cette forme 
a , comme on voit , deux parties^ l'une compofée de termes 
réels, lavoir m/n^hm — »»-+-g^> l'autre compofée de 
termes tous imaginaires amny — i H-AwK — i: déplus 
chacune de ces parties cft =ï o (Art. lxix. ) On voit auflS 
que dans la partie formée de termes tous réels, il n'y a que 
des puiflànce^ {iaires de n j êc dans la partie formée de 
termes imaginaires > toutes les puiflànces de » font impai- 
res, âc de plus cette féconde équation contient nK — i 
à tous fes termes : par conféquent on la peut divifer par 
»'|/'->— 1 . Oi le quotient de cette divifion ne contiendra 
que des puiHànces pures de n > ainii que la première partie* 
Ponc on auroic également ces deux équations , en fub- 
#itaaat — a a^ lieu de -i*»* Donc on j ^vîendrolt ds 
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$J ' Jkthodvctiou au Traite' '■ 
même en fubftituant pouc x > m — n ^ — t au lieu de 
m-4-n^— I. Donc fi le multinome e(t divinble pat 
m-4-n^^ — ij il l'eft ea même temps pat'm — bK— i . 

e. Q. F. p. 

LXXXIL 

Toute équa- CoROLLAFRE. Donc les mêmes chofes étant fuppoï^es 

n^iaes^imV- ^"^ ^^^^ 1^^ Théorêmes précédens j le multinome pourra 

Kduaîbie en tDujours fe divifer en faâeurs trinômes réels **-+-/*-4-^r 

»ïrrcE"°' xx-^lx-hit dont les coefficiens feront réels. Car puif- 

quc ce multinome peut iè divifer par * — m — nj/' — i 

& * — «H-nK — I , il pourra aoflî fe divifer par leur 

produit XX — 2mx-^mm-\-nn qui eft un feâeur tout 

téel ; ôc fâifant fur le quotient qui en proviendra les mêmes 

zaifonnemcns qu'on a faits fur le multinome» on prouvera 

qu'il peut àulTi fe divifer par un faâeut trinôme xéel , ^ 

dinfi de fuite. 

LXXXIIL 

S c H o L I E. Jufqu*à préfent on ti'avolt encore démontré 
la propofition générale du Corollaire précédent que poui 
les feuls cas fuîvants : i®. pour les cas de * -hatx •+- 1, 
& pour celui de *" ^ «" qui revient au cas de i ^^ «* 
en fuppolànt a=ii , cas dont nous avons parlé ( Art; lxii. 
& Lxvi. ) a*. Pour le cas où le multinome çft du 3*. degré» 
bu du 4*. pu du j*. En efièt lorfque le multinome eft i^. 
du 5*^. degré , on fait, fie nous le démontrerons plus bas 
( Att. Lxxxv. ) pour une équation impaire d'un degré quel- 
conque , cil iàit > dis-je , que ce multinome -a au moin» 

un 
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«n iàâeur réel. Soit ce faâeur *-+•<!, en divîfant le mul- 
tînome par cefaâeur, on aura l'autre faâeur xx-\~px-hq 
tlont les coefiîciens feront réels, a**. Si le multinome eft 
^u 4*. degré **H-i*' -hf*^ -+-^*-+- f , ou plutôt en 
faifant évanouie le fécond terme **-1-y*«-+-rJf-+-j, 
fuppofons qu'on prenne **-+-*«-*-/» ** — cxH-g 
çouc les deux ËiâeucSf on trouvera ( Anch. umveif. p. 210.} 

»* r*T 3^** H- f^f* — *■»■ __ 
— 4j;* 

/'=' q-^ef — 7 



Qr réquation e' -H- a^#', &c. étant une équation du î* 
degré dont ee c&. l'inconnue > aura au moins une racine 
léelle , & le figne — du dernier terme feit connoîtte 
/Art. Lxxxvi.) que cette xacioe réelle fera pofitive. Voac 
e aura pour le moins deux racines réelles , l'une pofitive 
& l'autre négative. Donc piûfqu'on a une valeur dc/6c de^ 
en f , les quantités f àig feront aufll réelles. Donc dans 
«« -+- f * -4-/ j XX — ex't-g, les coefficiens t, f, g 
feront des quantités réelles. 

3°. £niin lorfque le multinome eft du 5* degré j comme 
41 y a furement un Ëtâeur réel x~ha, l'autre fàâeur fex^ 
4u ±* degré , ce qm revient au cas pcécédpQt^ 



H 
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LXXXIV. 

D'oii eft ti- Avertissement. La théorie précédente fur les imagtr- 
t^liS^ naires eft tirée d'un Mémoire de M.. d'Alemberc qui fc 
trouve dans le fécond volume des Mémoires de l'Académie 
de Berlin r année ij^6. J*ai étendu fes démonftrations , 
& je leur al donné la forme que jai cru la- plus propre pour' 
les mettre à la portée de tout le monde. M. Euler dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin 174p. a traité la; 
même matière des racines imaginaires des équations par 
une méthode différente , mais plus longue. Il y a joint 
une méthode pour changer les quantités imaginaires en- 
i^-+-B K — L qui efl la même que celle de M. d'Alemberc- 



CHAPITRE VI. 

Démonjîratlon de quelques Propojiùons Juppofées: 
plus haut, & d'autres neceffàires dans ce Traité, 

LXXXV.. 

"Tonte ^ua- Théoreme. "f ^ Ans iinc- équation quelconque d'un: 
grà"imp"i?^ 1-^ degré impair il y a toujours au moins 

au moins une une facinc técHe. 

peine leelle. 

D É M o N ST. Soît l'équation x^"^ -\- Ax ^'" -|- . . .'. '.- 
-+- ^ = o , m efl un nombre entiet pair. Au lieu de faire 
le premier membre de cette équation égal à zéro , je le 
fijppofe :s=^ j ;e"""^' +^;e»"'_(_^__j, fera l'équation. 



,y Google 



■DU Calcul lU t b'g n a l. Chap. VI. S9 
cd'utie coarbe dans laquelle le point oùj^^^O) donnera 
la valent de *. Cela pofé , foit la ligne ABK l'axe de Fig i«. 
cette courbe , le point K l'origine des x . 11 faut prouver 
que la courbe coupera fon axe en un point : car alors il 
y aura nécefiairemenï une valeur de x réelle, au point 
oii y =s o. Or fuppofons * pofuîve 6c infinie y ylQ fera 
aufli , puifqu'elle fera alors = x *'^'^ \' & la courbe paf- 
fèra par l'extrémité de l'ordonnée P M. Si nous faîfons 
à préfent x négative & infinie , y fera infinie & = 
— je*"''"', c*eft-à-dire négative. Donc^ après avoir été 
pofitive & infinie , lorfque «• = oo , fera négative & in- 
finie, lorfque * fera négative fie infinie. Or la courbe pBT 
eft continue , puifqu'k chaque valeur de x répond une 
valeur de y . Donc la courbe coupera néceffairement fou 
axe en quelque point B pour paflet du pofitif au négatif 
fA. Donc l'équation a au moins une valeur réelle. 

LXXXVI. 

CoROLL. I. On démontrera de la même manieiQ . 
icette propofition connue dans tous les livres d'Âlgebre « 
tnais qui y eft autrement prouvée , & fouvent aflez mal j 
que toute équation d'un degré impair dont le dernier terme 
BÛ afifedé du figne — , a au moins une racine poûtive. 



LXXXVIL 



Les racîneg 
imaginairet 



CoROLL. 2. Parle moyen du Théorème précédent, & vont loujouri 
des deux derniers Théorèmes du Chapitre V/ on peut dé- J^,. "^'^" 

Hii 
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montrer qufi les ima^naires vont toujours en nombre pair; 
ptopoittion d'un très-grand ufàge , mais encore alTez aidh 
prouvée dans tous les livres d'Algèbre- 

LXXXVIIL 

Soiiidonde ProbleM'B I. Deux équations qui renferment déuxc 
biémes ni- indéterminées A Sx. B étant données > les réduire à deux- 
autres j. dont lune ne conuenne. que ^ f fie 1 autre na 
contienne que By avec des confiantes quelconques. 

Solution. Soient ordonnées, ces équations pat 
rapport k A^ il efl évident qu'elles fourniront chacune 
une ou plufieurs valeurs de ^^ en £ & en confiantes. Ox 
parmi les valeurs de ^ en £ que fourniflent la première 
&. la féconde équations j U y. en doit avoir au moins quelr 
ques-unes. de communes , puifque les deuK équations font 
&ppofée$ avoir lieu à la fois ; par conféquent ces deux 
équations doivent avoir quelques divîfeurs communs. Je 
cherche donc leur plus grand commun divîfeur , ce que je 
&is dé la manière enfeignée dans tous les livres d'Algèbre. 
Te pouffe la divifibn jufqu'à ce que jè fois parvenu à un 
leffe qui ne contienne plus 6' A . Je fais ce refte ^ o ^ 
ce qui doit être pour qu'il y ait un commun divîfeut: 
de là je tire une équation en B . J'ordonne enfûite les 
deux équations par rapport z B , Ce je fais les mêmes rai- 
ibnnemens ôc le$ mêmes opérations pour avoir une équa- 
tibi^ en A\. 
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LXXXIX, 

Problème 2. Trouver la valeur de x dans une équa^ 
tîon queliconque en fuppo&nr qu'elle a des racines îma* 
ginaires. 

Solution. 1". Soït ceae équation jc"*-*-**""^-»- Vrenâm 

m % T*. t 1 f< »■ • méthode poar 

ax *f>r:^o. U abord fi cène équation r^rondre ce 

■ a des racines 'réelles , je les trouve par une conftruûion 
gébmétrique. Suppofons que ces valelirs foient a, è', r , &c. 
je divife l'équation par * — Oj * — A, x — f, &c. Ôt je 
parviens à un reAe qui ne contient plus que des racines 
imaginaires. Dans ce câS noiB avons démontré ( Art. lxxx.) 
qu'on peut toujours fuppofet *=5^-H B y — i . Je mets 
datis l'équation à la place de x fa valeur A~\-B V — 1 ; 
il me viendra deux parties , l'une toute réelle > & Tautre 
coûte imaginaire , toutes deux nécefiairement égales à zéro 
chacune en. particulier (Art. lxtx.) . Je divife la partie 
imaginaire pat \^ — i qui eft à tous fes termes : j'aurai^ 
alors deux équations qui ne contiendront plus d'imaginaires, 
& qui auront deux inconnues A fie B querje trouverai par 
le problême précédenr.- 

2°. Quoique les racines fiiieht imaginaires » l'équation Seconde 
eft toujours divifîble par un fedeut trinôme **-t-^x-h^, réfoudre '"le 
^ & f étant réelles (Art. Lxxxii. ) . Soit donc faite la îJ^^, ^^ 
itivifion à la manière ordinaire, on arrivera à un refte où 
* ne fe trouvera plus qu'au premier degré. Soït Kx-^S 
ce relie > il doit Être égal à zéioy; fie cette égalité à zéro^ 
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C2 Tntrov* 4V Traite' du Calcul istegrai. Ch.VI. 
ne doit point dépendre de la valeur de «, puifque quelle 
que foit jc , le multînome * . . . . -h r cft toujours di- 
vifible par xx-h pxr^ q. Donc l'égalité à zéro ne vien- 
dra point de ce que * fera =■ — -^ ,. mais de ce qu'on 
aura en particulier R:^6f & S = o. Or" les quantités 
^' & ii ne contiennent plus que p Sx. ^ avec des confian- 
tes i on aura donc deux équations qu'on réduira l'une en « 
ûc l'autre en ^ , dans lefquelles équations .p Sx. q auronc . 
au moins quelques valeurs léellçs j qu'on trouvera 9I0XS 
comme à l'oidïnaire, 

f/tf Pf VltlTtiODUCTlQÎ^^ 
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T R A I TE 

D U 

CALCUL INTÉGRAL. 

PREMIERE PARTIE. 

De l'Intégration des différentielles qui n'ont 

qu'une feule changeante. 



CHAPITRE PREMIER. 

Expofition & application de la règle fondamentale 
de tout U Calcul Intégral. 



Q 



Uand on a une difFérentielle incomplexe qui n'a Enoncé <ic 

, . , , " "^gle fon- 

qu'une changeante x multipliée ou diviiee par des damcmaie. 



conftantes quelconques, voici ce que l'on doit pratiquer 
pour en avoir l'intdgrale. 

Il faut 1°. effacer àx \ 2". augmenter d'une unitë 
rexpofant de la changeante j 5°. divifet le tout ainfî pré- 
paré par cet expolànt augmenté de l'unité. Cette opération! 
donneia l'intégrale cherchée.. 
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e't'l^i Traita ^^ Calcul istè'grau 

IL 

Son appti'- Je fuppofe qu'on ait à intégrer ax^ ix {a eft une con- 

un exemple ^nte quelconque , £c m eft un expofànt quelconque ) » 

lo^Lxe.'"" Suivant la règle précédente j'e^ce àx \ j'augmente l'ex. 

pofant m d'une unité > ce qui donne »**'*"' j je divife 

pat m-t- 1 , j'ai ajc""^' . C'eft l'iot^rale .cherchée. 

ni-j-i 

Démon ST. Je prends fuîvant les legles du calcul 
diffitenticl la difiFércncc de jjt"'''" î cette différeope e0 

(m-+-i) . <?3f'""*"~'<far = ax"" dx. Donc, &c. 

m -t- I 

On trouvera de même que l'intégrale de mx***'' i^x ejEt 

__'»n-i-l-i m 

PtX sp * , 

iw-i-t-l 

IIL 

Cas unique ScHOLiE I. Un'v a Qu'^in foul cas OUI puîne faire 

qui peut feire 1 • 1 . - 1 

-queiiiue difË- quelque difficulté , c'eft: celui où l'on auroit x dxj oa 
~ . En fuivant notre tpgle on vouve pour intégrale de 
cette diâférenûelle — i or cette intégrale eft égale à l'inr 
fini f ce qui fe marque ainfî |- =s= oo . La méthode pa-> 
roîc donc ne liea donnet dans ce cas. Mais nous avoqs 
vu dans l'Introdu^Uon {Art. xvm.) que — eft une diffé- 
Solution rentielle logaridimique , dépendante par conféquent , »nfi 
que nous l'y avons expliqué , de la conftruÛion de U. loi 
garithmique, ou, ce qui eft la même chofe (Art. xvi. dp., 
rintrodu^on ) de la quadrature de l'hyperbole éqUUaœre* 

IV. 
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tr 

IV. 

ScHOLiE 2. Donc l'intégrale de — — eft — /*, 
ou ce qui revient au même , log. ~ , ce qu'on peut voit 
de plufieuts manières : car on a par les règles connues 
des logarithmes , log, ^ ^ log. i — log. * = ( Art. v. In-r 
troduâion ) o — » log. * = — log. x . 

On peut encore s'en aSucet en dififérentiant log. -; 
oo trouvera ( Art. xviii. IntroduSion ) que fa différence eft 
d ( j) divifé par j, c'eft-à-dire — ^ divifé par ^; o|; 
— - divifé par , = — - .: 

V. 

Corollaire i. Donc toutes les fois qu'une diffé- »•. Appii»- 
rentielle eft compofée d'un feul terme, il eft fecile d'enSnoeUe» ' 
avoir l'intégrale pat notre règle ; comme aufli lorfqu'elle **"P'^'"*' 
eft compofée de plufîeurs termes dont ctiacun n'a qu'une 
ièule changeante élevée dans ce terme à une puïflànce 
quelconque. Par exemple , (<Mt donné ^hx^ àx-^'cx^ dx, 
•+- ■i.c^yày — fffpàz . Dans ce cas chaque terme s'in- 
tègre féparément par notre règle fondamentale , comme 
s'il étoit feul. AînA Tintégrale de la propofée eft ^ x ' -4-; 
— — \- c^yjf'^ffppzi la preuve en eft évidente; puif- 
qu'en dififérentiaat cette intégrale on retrouve la difféten- 
tielle propofée. 

VI. 

î*. Ap[>lîc»< 

Co&OLt. 3. SI l'on a pour différentielles des ftaSions JJJJ"" •* 
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qui n'aient que des cotisantes au dénominateur , on eit 

trouvera de même les intégrales. Aînfi (ax'^-hpx^~^ )dx 

a pour intégrale ax H- «' • 



De même f b^ xdx H- 2c'^yydy = 3'x* -H 2c^y' » 

Tout cela eft fondé fur ce que les conlUntcs doivent fer 
retrouver dans l'intégrale comme elles étoient dans la 
différentielle ^ par la raifon que quand on difiérentie unç 
{Quantité I on ne touche point aux confiantes» 

VII, 

Il peut encore arriver qu'une ftaâîon qui a une chan'^ 
géante à fon dénominateur s'intègre par la première règle» 
Ainfi ^ = — *"' àx a pour intégrale en fuivant cette: 
règle - ; de même /^-r ^^ ~~ * ^* ^^ général fi j'ai 
-^ s» x~"'dx i fuivant la règle précédente j'eflâce dx i, 
^'augmente l'expoËint —m d'une unité, je divife le louc 

viir.. 

4*. Aux dîf- C o R o t L. î. On inteere encore par la règle fbndà>^ 
affêâéei de mentale , lorfqu'une fbnâion de x Sx. dx eft multipliée: 
son^uei. par une quantité fous un ftgne quelconque , & que la 
Souf quelle gnuideur hors du figne eft le produit d'une conftante quel- 
''°'*' conque par U diâérentielle de la grandeur qui eft fous 
le ligne* 
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Par exemple , foit propofé ^ {a'dx -h ibxdx) x 



4t'x-\- hx' ^ i dans cette quantité la grandeur hors du 
■figne ~ {a*dx-¥'2bxdx) eft le produit du coefficient 
confiant 7 par a'dx-^'zbxdx différentielle de la quantité 
a'x -^ bx" qui eft fous le fîgne ; je dis donc que fuivant 
la règle fondamentale , l'intégrale de cette quantité eft 
Y . a**-+- èx' * . Car fuivant cette règle j'augmente d'une 
unité l'expofant ~ qui devient alors | , je divife la difFé- 
rentîelle par f multiplié parla différentielle a' (/*-f-2^*rf« 
de aax-^hxxt le quotient .fa'xH-*** *eft l'inté- 
grale cherchée. 

ÏX, 

La nifon de cette re^e eft bien Hmple ; car ùAt fiip- 
pofé aax-^bxx^y j on aura ~{a'dx*^i6xdx'j >< 
(^a'x^èx*) * ^ idy y. y^ . Aînfi il ùat foire fur la 
«quantité donnée les mêmes opérations qu'on fetoît fut 
■^dy . y "■ pour en trouver l'intégrale. 

Cette règle pouna paroître embarrafTante à plufieurs d* 
nos leâeuts , qui craindront de ne pas démêler aifémenc 
ies différentielles qui feront dans le cas dont il s'agît i 
mus au moyen des transformations dont nous parlerons dao^ 
la fuite , la pratique en deviendra beaucoup plus focUe» 

X. 

Antre cat 

CoROLL. 4. Quand une différentielle J* eft multipliée J;;"i|;jJ^ 

par la puiflance d'une grandeur complexe rationnelle , ou j\^^^'' 

lij 
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es Traite* du Calcul iwTE'Giï^t; 
qui n*a que des confiantes au dénominateur ; que l'expo^ 
fant de la puifiàtice eft un nombte entier pofîtif , & qu'il 
n'y a qu'une changeante x , on en trouve l'intégrale pac 
notre règle > en élevant la grandeur complexe à cette 
puiflànce, 6c multipliant chaque terme par i^x, fie prenant 
enfuite l'intégrale de chacun. Que Von ait dx . a-^lrx » 
cette différentielle devient , en fuivant ce que nous venons 
de dire, a* dx -^ iabxdx-^ bbx* dx ^ dont chaque 
terme s'integce par la règle fondamentale. 

XI. 



fonmile En général toutes les foisqu OH aura ^^f dx^e-^-cx^ > 
n^cai. '' ^^ fuppofint a un nombre entier pofitif, fie ^, ^, des 
nombres quelconques , entiers ou rompus , pofitif ou né- 
gatif , il eft aifé d'en avoir Tint^rale finie fie exaâe par 
^a première règle. Pour cela il ne £iut qu'élever ^ H- rx^ 
i la puiflance dont l'expolànt eft a ,- fuivant la formule 
connue des Géomètres pour l'élévation d'un binôme à une 
puiflance quelconque ; multiplier chaque terme de cette 
fuite qui fera toujours terminée , par ix dx j fie prendre 
l'intégrale de chacun ( Coroll. i . ) . Dans le cas préfent en 

. ■ * 

pratiquant cette opération , on a /A* dx . e-\-cx^ 

i-f-i 4-M-l-y 
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XII. 

ScHOLiE j. Il ya cependant un cas à obfervet ici Difficulté 
à caufe de quelques difficultés qu'il peut faire naître , c'eft ^'^uv^e^'quéi- 
le cas où -^ ferait égal à un nombre entier poiitif. ^'^®"* 
Car alors le dénominateur de quelqu'un des termes de la 
ferie devient = o ; par'exemple , fi on fuppofe -^ = a, 
on aura jt-Hi-H2^:=0jCe qui rend le troifieme terme 
de la ferie s= oo * Alors donc elle ne nous ùàt rien coa* 
VQÎtre. 

XIII, 

Cependant cette difficulté ne fubfifte pas , toutes les Soindon ée 
fois que « eft ■< -i-î^ ; car alors la ferie eft finie ayant ti, 
qu'on en foît venu ati terme dont le dénominateur feroît 



La difficulté n'a donc Heu que lorfque a =» ou eft ■ 
> — — i alors même il eft aifé de la lever. Car le terme 
dont le dénominateur fera ^ o après l'intégration , con- 
tiendra avant rintégraùon une difiérentieUe U^rithmtque> 
intégrable par conféquent en fuppofant la quadrature de 
l'hyperbole. En eiïët , l'expofant de la puiflânce de x dans 
chaque terme eft le même que le dénominateur de ca 
inême terme ; le terme où ce dénomînateui fera =,0 fera 
donc —, ou (Art., ui.) f -^ ^ 

KIV. 

Tout cela peut fe dénioatter fans, avoii recours à notre non de ce«e 

lôlutioD. 
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ferie. Cac fort -£™ égal au nombre entier pofitif m, on a 

dx . f-4-f «* . Ou fi on élevé f-t-c** à la puiflànce 
a , on formera un polinome qui contiendra les puiflances 
»^, ***, «'^, &c, de « jufqua *"* inclufivement , & 
il ell vifible qu'en mulùpliant chaque terme de ce polinome 

pat A *"*"""* dx = ■ j - ^^; t il eft vifible , dis-je, que 

fi a = ou eft >• m {-~1- > il y a^ra quelqu'un des 
termes où la diSérencielle fe réduira à — , 

XV, 

Remarque générale. Tout le calcul intégral eft fond^ 
fur cette première règle que nous venons d'établir ; favoit 
la règle pour intégrer * dx , Mais toutes les différentielles 
ne s'appliquent pas aufli aifémcnt à cette tegle, que celles 
que nous venons d'examiner. H en cû qu'on n'a pu par- 
venir encore à y réduire. De plus parmi celles mêmes qui 
font intégrables , beaucoup font très-compliquées. En quoi 
donc confifte l'art du Calcul intégral? c'eft à préparer ces 
quantités , de façon qu'on les amené à l'expreffion la plus 
fîmple qu'elles puiffent avoir. Or pour cela les Analyftes 
ont imaginé plufienrs transformations. Nous allons les àé» 
yelopper ici en les réduîfant à des cas généraux* 



^ 
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CHAPITRE IL 

Méthode pour faciliter rinte'gratîon d'un m-atii 

nombre de différentielles par le moyen de 

différentes transformations^ 

XVI. 

LA première transformation dont nous allons parler Pmnim 
ici y a lieu pour les différentielles affeâëes de radî- âon. 
eaux, ou élevées à des puiflànces dont les expofans Ibnt 
négatifs , pourvu qu'en ce cas la quantité hors du figne ^^'^"j'*" 
foit la différentielle même de la quantité fous le figne, 2^""*"^* 
eu lui foit proportionnelle. Cette transformation confifle 
il", à partager la différentielle donnée en deux parties ou En^inoiells' 
Éifteurs, dont l'un foit dx & l'autre la grandeur complexe '^"^'^^ 
qui eft fous le figne i 2°. à faire cette dernière quantité 
égale 3 une feule changeante z ; j°. à différentier l'équa- 
tion qui téfulte de cette transformation ; 4**. enfin à mettr& 
dans la propofée au lieu de a; & de fi x leurs valeurs en z 
tu en f^z . Cette opération donne une expreffion plus 
£niple débarralTée de radicaux dont l'intégrale fe trouve 
pat la preimere règle. Après l'avoir trouvée on y remettra 
ks valeurs de z en x, Sx. on aura intégrale cherchée*. 
' Appliquons cette règle à quelques exemples» 

XVII. 
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fais , fuivant ce qui efi dit ci-deflus , o H- ^ x == z ^ donc 
dx = -^ t & «-+-(&* =z^. J'ai donc la transformée 
z^ dz dont l'intégrale eft pat la première règle z ^ "^ ' ,- 

Remettant pour z fa valeur a~\-bx, on aura a-4-^.Jc : 

(f-t-i j.i 

c'eft l'intégrale cherchée. 

XVIII, 

Second Si la propofée étoît xxdx x (/H-^jc*)" i on feroît 

'"^ ' de même /+?*' = a ce qui donne x^dx = ~ p 

^ % ^ „ îg 

f-^gx^ s=5: 2 . I>a transformée eft donc a jJz , donf 

l'intégrale eft z*" ' ; Subftituons pour z**"*"' fa va- 

^'"-«-O.îg 

leur /-+-^*' ) l'intégrale delaproprfée eft> comm« 

o;i le voit /-4-gJc' , 

XIX. 

Remarque. On auroit pu trouver l'intégrale des deux 
différentielles précédentes fans fe fetvir de transformation % 
par la feule premif ce règle ï par dans le premier exemple 
djx . {a-^ bpiy j'augmente re;spofant p d'une unité , jei 
diviiè la différentielle par cet expolànt ;>-+-! multiplié 
par la différence bdx de jU changeante fous Je fignejj 
j'ai le même réfultat que plus haut. Il en eft de même 
pour la différentielle qui nous a fecvi de fécond exemple. 
IXoù Ton peut tiret une règle générale qui comprend 

toutes 
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toutes les différentielles qui font dans le cas des deux pré- ^^S^' 8^*- 

* * nie pour un 

cédentes , c'eft-à-dire toutes celles dans lefquelles l'expo- afler grmd 

n , 1 nombre a« 

lant de U changeante hors du ugne elt moindre dune cas. 
Unité que celui de la changeante fous le figne. Si l'on 
avoit , par exemple , à intégrer t^^——:, = aazdz. 
(aa — 2z)~*. Suivant la règle précédente j'augmente dans 
cette différentielle d'une unité l'expofant — 2 , je divife 
par — I X — 2zdz y il me vient — *"_ ^ , pour l'in- 
tégrale cherchée. Il en eft ainH pour toutes les autres dif-. 
fétentielles comprifes dans la formule *""' dx^^a-^bx"*) , 
m te p étant quelconques. 

Mais il n'eft pas toujours aifé de voit les cas où la feule 
première règle fuffit pour intégrer ces fortes de diffé- 
rentielles. D'ailleurs par le fecours de la transformation 
on s'évite la peine de faire cet examen > qui fouvent eft 
pénible. 

X X. 

Réduifons la règle en formule , fie rendons-la plus gé- Formule 

*■ *■ pour la pr"- 

n-i-re tran 
formation. 



pour la pre- 

ileraie. n-i-re tram- 



Toutes les fois qu'on a {A) *'"' x **"' dx . «H-i« 
p étant tout ce qu'on voudra , & r un nombre entier * , _ * 
pofttif ou zéro , cette quantité eft intégrable par notre 
transformation, 

XXI. 

Premier cas. Lorfque r =s un nombre entier pofitif. Soit Démonftra- 

r • 1 f . > » ùon de cette 

liuvant.ce que nous venons de dire oH-^x =^z , on- formule. 
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PrcmicfCM. aura *" = ^, donc *""' J* = ^. Onaauffi«''''s^ 

rsuntiom- ' — ""' " '"f 

bre eiiuerpo- _I_ , & fl-4-Ajf ^ z^ . Bonc en mettant toutes CCS 

*' , . dz f ' x-a r 

valeurs dans i-^) îl viendra (B) -| . z , ■{— j-l • 
Or dans cette formule ~- élevée à la puinànce r qui eft 
fuppofé un nombre entier pofitîf j donnera une lùite 6nie 
de termes dont chacun fera multiplié par z , & par — j» 
& fera pat conféquent intégrable par la première règle. 

Four le &ire 'mieux fentic j développons la feiie piécé* 
dente : nous aurons 

1 ». j ni 

b' 

Suppofons r = 3 , on a z'"*"' £5 — jo»'"*"' £f •+■ 



ï'"*"' '_± — a' z' 15 > différentielle dont l'intégrale 



fe prend terme à terme ( Art. vi. ) . Cette intégrale eil 

(P-+-4)"** (y-^-î)»*' (fH-i)"*' (f-f-i).nS' 

Mettant enfuite pout a'"*"*, z'"^', 6cc. leurs valeurs 
en X t on aura l'intégrale cherchée. 

XXII. 

Application Soït propofé de trouver l'intégrale de cette difï^rentîelle 
c". rZt*'à> (a + i*-)' = «■"" X ;v-J». («+<«•)'. je 
"^t^ vois d'abord que cette différentielle (è rapporte au premier 
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cis de notre formule (^), r étant ici = i . Je fuis donc 
fflr qu'elle eft intégtable pat notre transformation. En 
conféquence je fais «-4-**' = z , ce qui donne * ' =s 
-j^, & x' dx = -î; donc la transformée eft ^-^ >e 
/-^;^J- qui n'a plus aucune difficulté , fc réfolvant pat 
la première règle. Son intégrale eft ''"^' — «''"*"' ^ 
Le refte de l'opération fe fera comme dans les exemple! 
précédens, 

XXIII. 

Si r = o, on ma x'" dx (a-t-ix')' intégrable i-.Caioi 
par la même transformation. Car foit a-^tx" = »> on ''^°' 
aura x'" dx= lî, 8c la diâfétentielle fe changera en 
iliî. Donc, &c. 

XXIV. 

Corollaire 1. Si ns=i , Si r=q , 'A vient x'dx. Examen Je 
(a-t-i*)' intégrable, quelque valeur qu'on donne à/>, JS^Sm." 

q étant un nombre entier pofitif. 

1 

XXV. '.i:-,: 

CoROLL. a. La différentielle darx (««'-t-ii') fe 
change en dx x {»»x («-t-*»'"»)].' = »"</«. 
(<» -4- A*'"*) , ce qui fe ramené ï notre formule , toutes 
les fois qu'on peut fuppofet 1 — q=n & qf=rn-\-« — i. 
Si l'expteflion di6éientielleétoit»""'<Jjr .(a-t-i*") , 
& que ^ Sk un nombie entier pofitif , cette exptefiioa 

Kij 
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feroit la même que jf"*""*"""' dx . {a-t-i*") , qu'on 
voit être la même chofe que la formule ^. En effet y 
puifque — eft un nombre entier , m doit être un multiple 
de n , qu'on peut fuppofer repréfenté par r ^ i , » . 
Donc, &c. 

XXVI. 

Remarque i. Quelquefois dans les transformées il 
{è trouve des termes de la forme de — ; alors c'eit le 
cas de l'Art, m. 

XXVII. 

*■ **"^"r s c H o L I E. On peut encore fe fervîr de la première 
fervir de la transfomiation d'une manière différente de celle dont nous 
rion prcci- Kavons employée. 

dente. ^^ . ■ i \ • , i/ ' 

Quon ait y pat exemple > a mtégret xxdx*^ a-h*, 
exem^U.' au lieu de faire a-^x =^^t je fîippoferai K «j -4- * = z , 
ce qui donne. d-H* = zaj dx ^^ izdz y x x = 
zz — a : faifantïes fubftitutions , ona 2z*rfîi. (zz— <i)*i 
c*eft-à-dire 2Z^dz — ^az^dz'h 2aaz' dz , différen- 
tielle qui fe rapporte au CoroU. i.-de la règle fondamen- 
tale. Intégrant & remettant enfuite dans l'intégrale trouvée 
les valeurs de z en x ^ on aura pour l'intégrale cherchée , 

y.j-Hjr * . a~i-x ^ •+■ ^^ . a-i-'x ^ t ce qu'il 

cft fecile de vérifier. Car prenant la différentielle de cette 
intégrale, on a i . | (a-i-x)'^ dx— ~ .^ (*ï-f-x)' 
dx •+■ ~ . -f (d -t- *).* dx = {aa -+- aa* -4- «* 
r <!-+-* — Ad* — 3 a* X ra^x ■+• aa^^a^^x) dx^Bs 
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(en eSàçant ce qui fe détruit) xxdxy a-hx . 
On trouverolt de la même manière l'intégrale de ■ . 

XXVIII. 



Soit propofé d'intégrer ladx — 4 xdx V^ax — xx-^bb jJ^^J, 
i;=i3.,adx — zxdiiV^ax — xx-{-bbj je fais y ax — xx-^-bh 
^=Zy Se ax — **-+-Ai = z2, fie adx — 2xdx^2zdzi 
Ëiifanc les fubilitutions , nous aurons pour transformée 
^zzdz dont l'intégrale eft fzS ôc remettant la valeur de 
z en X , l'intégrale de la propofée eftf(«x — xx-^éè]'. 
On l'auroic trouvée de même par FArt. viii. 

Par la même méthode on trouvera que l'intégrale de * 
l "^'-'*"^' ea 4 {ax—xx'+'hâ)^, 

XXIX, 

Si la propofée étoit axdx. (^xx-^aa }*, c'eft-à-dire Troifieme 

, / .^ ^ ± , exemple. 

a.xdx{xx~\'aa)i , on fera *xH-<ïa = 2 * , Sx.2xdx 
i=! i 2 * dz, Ôc fubftituant il vient pour transformée 7 z ~dz , 
dont l'intégrale eft -f s » . Donc f2xdx {xx-haa)"* = 



^ . xx-+-aa y xx -^ aa* : ce qu'on trouveroit encore 
pat l'Article viij. 



XXX. 



Si fai - j — ^ 2xdx x xx-haa~ '^ , je fais q^ 

y (.x*-i-aa/* exemple. 



tex-^aa "î ^ z , donc **-4-aa=sî2 », & 2 xdx 
«=E5 — i-2~* <^3» Donc en fubftituant on a — ^z~* dz. 
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dont l'intégrale eft ( Règle pcemiere ) 3 z ** > donc l'int^- 

gcale de la ptopofée eft 3 ^ x ar -+- a « , 

xxxr. 

Remarque 2. Il y a bien des difFérentîelles affeâées de 
radicaux qui n'ont pas les conditions que nous avons énon- 
cées, (Art. VIII.) qu'on peut cependant débarrafler des (ignés 
radicaux dans certains cas. Mais pour cela il faut fe fervir do 
transformations différentes de celle que nous avons em- 
ployée îufqu'ici. Par leur fecours on ne trouvera pas tou- 
jours l'intégrale exprimée algébriquement ; mais au moins 
* fcrviront-elles à délivrer la différentielle de fon radical , fie 
à la rendre plus fufceptible des autres méthodes que nous 
enfeignerons dans la fuite. 

XXXII. 

Seconde Soit ptopofé d'intégrct ^xdxV^a,ax — arardiffércnttellô 

transforma- . . . i* i . ... 

don appii- qu Oïl voit Dien n être pas dans le cas de celles que nous 

«mpie."" avons traitées plus haut. Je fais "^2 aie — xx = «Zj 

ou — ( a eft une conftante que j'ajoute pour conferver 

l'homogénéité.). Donc a.ax — xx = tlll^ ^ & aa — -ip 

= '-^ , donc * =^ -T^» u dx = r*'!'"'' ac 

*^2 ax — XX = aa'^xk * ^^'^^"^ ^^^ fubftitutions > nous 
avons pour transformée — t V - ^' ; difiérentielle exempte 
de radicaux , fit que nous enfeignerons dans la fuite \ in- 
tégrer. 
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XXXIII. 

On peu£> encore intégrer la propofée de cette autre iha- Ancre ma. 
niere; la diffétentielle donnée étint 2 , 2 xd x ^ zax — **»gr"*ia ditfiC 
je vois que fi j'avois de plus — ^adx^^ax — xxj lav^emdeierî 
quantité hors du figne fetoit le produit du coefficient — 2 ^j^^ ** "*"*" 
par la différentielle de la quantité fous le figne , ce qui 
lentreroit dans notre premier cas ( Art. viii. ) . J'écris donc 
ainfi cette quantité — ^.{zadx — 2xdx).{2ax — **)*" 
n^ ^adx ^aax — **, qu'on voit bien être la même que 
la propofée. Or dans cette différentielle la première partie 
*— a X (2adx — 2xdx) . {2ax — **)~ a pour intégrale 
(Art. vin.) — i . {2ax — xx) -^ j & la féconde ^adx 
y^2ax — XX dépend de la quadrature du cercle , comme 
nous l'expliquerons plus bas. 

Il fkut bien remarquer la manière dont nous avons pré- 
paré cette quantité , avant de l'intégrer , pour l'appliquer 
aux cas femUables à celuî-cL 

XXXIV. 

En fuppofknt toujours qu'on ait à intérêt ^xdx Troiiîeme 

_ , , . - . jf ^ tra-'iforma- 

y\2ax — xx), je pourrois encore faire a — * = »j dou don appii- 
je tirerois ♦ ^2ax — ** =s ^ aa — «» , Jx = — du; me«\mîîe. 
4*= 44 — ^«. Subfîituantdofic on a —~^adu-^^udu 

*Carpni(que a~xsu, a)i~tax + xx = uui donc- lax-t-xx = iitt~a a, 
d onc eit cb anggani les Cgncs tax— xx = Ma-atti donc enfin ^iax~xx = 
^ éia~uu' Il ùut foire Mtentton i cette équation : c'efi une efpece de foimule 
dont les Gcometret le fervent roarent en partfil cas que cclui-cii 
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Vaa — «« = — X X {zadu — iudu)V{aa — ««), 
dont la première partie — 2y.i.adH^ aa — »» dépend 
de la quadrature du cercle , & la féconde — xk — zudu 
Va a — M » a pour intégrale exaâe — f, (aa — ««) • 
(Art. viir.). 

XXXV, 

Second e- Si la pcopofée eft 1t^* — en faifànt Vax-\-xx =» 

xemple de la * * » Y a x-i-xx 

ze. iTansCoi- X z xxzx xzx 

maùon. ~f t on aura ax-+-xx = —^ , ou a-^x ^ -j^ , donc 
donc — := — ^^r-^ : donc enfÏA 



XXXVI. 



Quatrième Sî l'on avoît -7====. j on feroit yyy^-Ty—zz ^ 

transforma- Vyf-^g>-&g "^-^ '^-' '^'^ 

don. >-f-z, ce qui donne _y_y-f-^j; — ^^ ^J'V -t-2>'2"+-z« 

Premier & ^ = 11±^ : & (iv = l£i^f_^L2£i^£+lMi5 ; &' 
exemple. ^~ *•' ^S * * ) 

j/^rjr+^z::^ =, g' -^Z»; " : faifànt 1m fubftim- 

tions on aura la transformée "'/'j^ '"''' > dont la 
première partie , '".'^'j. fe trouve , par les règles que 
nous donnerons dans le Chap. X. être dépendante des 
logaritiimes , & la féconde 'f'^^' eft intégrable ablb- 
lument , fon intégrale étant { Art. ïxiii. ) -iii- , ou bien 
(Art. XIX.) ^f£- : c'eft-à-dire que fon intégrale eft en 
général , comme on le verra plus bas ( Article iv. ) 
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ff'*'*f'9j'*'**'*'*' (n exprimant un nombre quelconque)* 
Si on y fuppofe n sa i — g, on ttouve» la première des 
<leux intégrales, tt on a<u3 la féconde en fuppo&nt »== ■■ 

XXXVII. 

Soit encore à intëerer x*dxiaa^xx)'' : Je &it Seeoni 

âv ~^^~^^~*^~ • exemple. 

»'^ «<!-{- ar* c= «-+•* ; j'en rire aa-^xx =«*»-+: 
ax-t-tt, donc a<j=!2»jr-t-;j Je « == i^^ ; </»=» 
•_^_îii^;,4=.^41ZiL}*. Onauraauin*+»=« 
'-^' : donc «' rf* 1/^rih?lî = {-i^}* X {î^} 

/•44 + I-» dt *'^àt ^ *'-At . 4'i* »*àê 

-*- — - — •+• —-* dont 1 intégrale eit -z- x -— 

.— —-. Remettant dans cette intégrale pour tft*, £cg* . 
leais valeurs. > on aura rint^;cale cheEchée, 

XXXVML 

Si l'on avoit ■ ' t on feroit x4->' <a-i-x« i 
« » ce qui donne s — * == Ka*-*-** ; & zi — ; a «* tù». 

;ftxXs«ailH-Ar«i & ïï — lZ«=e ««> d'où l'on tire Prenia 

* = ~^i ix = (zz-t-a«)^i KS«-t-«» =, ™°^ 
"^" • On aura donc aprb les fubflitutions la ttansforméQ 

t^ ^^_^^/ - — ^ : dont l'«nt<%tale eft (Art.iv.) 



=, Google 



8a TuAirifDv Caicvi iuTt'atAL. 

log. z . Remettant pour z là valeur , on aura log. ( x -4^ 

y aa^ XX) pout l'intégrale cherchée. 

XXXIX. 

Second Si la propofée étoit '" on feroit encore z^ssxA* 

exemple un -. ^ r-ii- '* T^" a » • 

peu torent " XX — oà , & en railant les mêmes opcrauons que dans 
"™"' Fartlcte précédeiit , on tiouveroic /' ■■ '■ - - bi^ log. * -tr 

y XX -a» 

Vxk:-^aa : c'étt ce tjne nous avons déjà trouvé dans 
i'Intcoduâion , (Atticlexxxvii. ) • 

XL. 

Cai plus ScHOLiE. Si la différentielle étoit compofée de dcur 
que lef pré- quantités radicales j on pourrolt dans certains cas fe fervir 
ler^ueii no ^c notte première transformation y poufvu que la quantité 
m™£^" fon» k figne n'eât poii* de fecond terme , 8c que la diffé. 



oféullk* 




lentielle fut miildpliée ]>at une pmfiàooe impaire de l'in- 
connue. 
Soit, par exemple, ^ — ' "'" '' : je 6is f bb- 

■ '^««■^" ,, 
' *=i«; -on a donc «s = «*«—** J 

transformée fera donc * ^ f" ~ — l , 

. ', ,. , ; ■ — dififêrentielle réduite tuix cas précédens. 
K«»-"-i-îj . . . 

",'.'.','. .XLI. 

En examinant cette &çon d'opérer qn voit qu^cIIe n'e 
téuICt le plus foavent que dans leïcas où les racines font des 
lacines quanées , & où l'inconnue n'excède pas le fécond 
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degré. Je dis le plus Couvent , parce qu'il y en a quelques- Detw fix- 
ons oii elle réuflit quels que foient le figne & la puiflance comprenneot 
de l'inconhae Ibus le ligne. Telles font tpute$ les diffé- 
rentielles comprifes Tous les deux farmules liiivantec 
±1 
1°. ■<»■(» -<- * ) ' m,n, X étant des nombres PtnuOT 

* ■ — ^ — i, 

entiers pofiti& , ou zéro. Car faifant *"-»-A'"' = r, on 
aura «" = 2" — J"; iii= -^^-^ • La transformée 

feradonc — - — :m«isx =21 — e » 

tftx 
donc quand t fera titl nombre entier 1 ï-f-^ «n îèra auflf 
un î donc on n'aura plus de radical. - ^ ■ 

2». La féconde formule eft x' dx .<»'+»") "'j cS^^* 
laquelle en fuppofànt ^^^ ua nombre entier « le pourra dé- 
livret de tous fignes radicaux , ou au moins de quantités 

tadicales compleies , ce qui fuffit. Fidfant » " ■rf- 4 "" = « 

on a*"==2- —fi « i=iî'-î iP"' ;'! j» =4 

-. .. ■ I. .; ,-.„ ■ 



f 2' dz..z'—i'' i x' =ei«:':— *.T.,,5iibaittftoÇ 

i-. +, r f. -.liH-î-", j 

«niania pif__£2 i s , -J^i'-^J" /■?■'■" ■ . Lotft 

im 

que ^^ fcta.unnombtè.entier., '-^*'fen«uffi entier; 
& par conféquent la formule n'aura point de quantité 

Wiliplexeembarràflïsi'âiràUcaùs'^ •'•'■■" ' *• ••• ■■'-: 
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Sixième Ceft ici te tieu de patlet d'une transformation du plus 
oon. grand -ttfage dans de certains cas. Cette transformation 

Appliquée â confifle à faire z" = x , n étant au nombre quelconque f 

■n exemple. d e 

dans les diSiétentielles telles que .^ : ^ la fuppofition 

• '«-*-*«■ 

jde %'*:=x nous donne z=»x * ; dz=s:s~x' ^jfjdonc 

. e I x''" Jx à* 

çn a pour transtormee - — ; — ; =es — j 



nx Va-htx 
i^ifiijrentielle dont on fait évanouir le radical en fài&rit 
y{a-hix)^», & qu'on intégrera parles méthodes 
' gue iiout donnecops dans le Chapitre X. 

■",.,:' / xLiii. 

Sepdeme ^ Y » encoreune transformation qui confilte à égalei la 
nanbimi- jliangejnte h une fraSion. Cette transformation fert four 

yent il préparer à, celles, que nous .venons d'expoferc ■ 
Exemple. S'il s'agit d'intégrer la différentielle fuivante ~p=^='i 

je&ru d^oid x= i-i^ donc <i* = "—;»«==: — ; donc 



ladiféréntiellè «ntists.-47=?= *=? :TT"?===« 

, un r- -^ 

^ ' .' -ag ;^-Z.l.-: : Je &isà ptéfeni félon notre 

'■ ■ "■' ,IIU- ..' ::■ '■ . - ' • ■ ■ ■ 

première aansfotmatianz=>'4<)<iit-^i : donc ^aatJii:^ 
ii.f 
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ifs & -^udu = ~— . OnaauffiVrt <?»«-*-! = V'z, 
Mettant donc à la place de — uàït, & de V aauu'^ \ 
leurs valeurs en (fz & en z , on a 777^ dont l'inté- 
grale eft ( règle première ) ^j-^ . SubftJtua nt \ yz (ba 
^gale Vaauu-^ i, il vient — V"»"»-*"^ . Re mettons 
enfin pour »« fa valeur -i- , nous avons — " ^'"^'.J^ 
pour l'intégrale cherchée de — ^ .. . . - . 

XLIV. 

CoROLL. Lorsque notre dernière transformation fert à Obremaon 
préparer à celles que nous avons enfeïgnées précédem- âemi^"^ 
ment j il feut ordinairement faire cette opération la pre- ^^Jj^™*' 
miere ; autrement on tomberoit dans des longueurs de 
calcul. Cependant ce principe n'eft pas général ; quelque- 
fois on &it ces transformations indiHéremment Tune avant 
l'autre. Si on avoit à intégrer , par exemple » dx 
y {i — X ^ — i ) > on fêroit d'abord i — * * = 2 , 
ce qui donne i — *=:z *, dx^\ z * d z. Do nc 

'.*.,„. - — \ j y/ ~ dz^x-^ 

eniubftituant on a fz dzV z — i ==-1 =3 

z * 
\~y^^^rr*^^^^\' Soitàpréfentz^^, on 
aura - = » ; donc ^—^~-dt\ ^^ — Idt. Donc 

jfont l'intégrale eft (An. xix.) ''^' t'~*)' = (t — t)^. 
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Remettant pour t (à valeur ^,ona(i — ^)* ; & pouc 
- là valeuc i — jc ^ , on a enfin pour l'intégrale cherchée 

XLV. 

Réflexion» Voilà à pcu près toutes les transformations ufitées dans 
fi^'tl^Jot- ^^ Calcul intégral. On comprend fans peine l'avantage 
mariom que jnfini dont elles font pout faciliter les opérations de ce 

TOUS venoni r r 

d'expUqHcr. calcul. La première , la fixieme Ôc la feptîeme font fur- 
tout extrêmement commodes. Les commen^ans ne peu> 
vent fe les rendre trop fimilîeres > en en faifant eux-mêmes 
de fréquentes applications. C'cft à l'ufage feul qu il appar- 
tient de faire difcerner celles de ces transfbrmanohs qu'il 
faut employer préférablemenc aux autres , fuîvant les dif^ 
fërentielles dont on cbetche l'intégrarion. 

CHAPITRE ni. 

J?e raddlclon des confiantes pour rendre les 
intégrales complètes. 

XLVL 

T L eft nécellàîrej avant d'aller plus loin > de remarquer ici 
(l'ajouter une 1 que Ics conftantcs n'ayant point de différence « une in-; 

confiante i,,,. t n n' 

l'intésnie tégrale , jointe par le ligne -^ ou — avec une contrante « 
lionne la même différentielle tjue donneroit cette intégralç 
fi elle étoit &ns confiante. On n efi donc pas lui > loif<}u'oa 
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retrouvfi l'intégrale d'une différentielle , d'avoir cette inté- 
grale exaâe i il faut Touvent lui ajouter , ou en retrancher 
une conftante ; nous allons donner la mécbode pour la Ëùro 

trouver. 

XLVII. 

Mais afin que les commen<^hs ne foient point embar- Toute int^ 
raffés dans l^ppUcadon de cette méthode , ils doivent avoir prifente' wë 
préfcnt à l'efptit qu'on reptéfente l'intégrale d'une dîfiï- oe'^^lt^ 
xentielle qui n'a qu'une changeante , par la furfâce d'une 
courbe dont x eft l'abfciflè , Sx. dont l'ordonnée fera la 
quantité qui multipHe dx . 

Qu'on ait) par exemple > cette différentielle dxy^x — a- 
je prends une courbe CBD * dont l'abiciffe PAs=X) Vtg^t, 
AÇ=*a, fie l'ordoimée PDsssx-t-o" : l'efpace élé- 
mentaire PEipd eft dxy x-\-a, l'efpace entier ^PD S 
eft donc fdx l/'x-ha ; or y x-^a * (Art. xix.) eu l'in- 
tégrale de dx . (x-h-a)"^ f parce que cette difiërcntielle 
eft celle de ^ . (ac-t-d) * . U fembU donc d'abord que 
y(*-4-d)* foît la valeur de l'îdre^PZ>B : mais il feut 
obferver que y (aj-^-rf) ' ^A , A étant une conftante 
quelconque, a aufli pour différentielle if*(*H-a)~.Ainfî 
l'intégrale réelle de ^x. (*-*-«)" eft j(*-t-tf)~Ht:^> 

* Pour avoir l'jqaatîon de cette courbe , !1 &iu efficer dx Je la différentieU» 
propoSe 1 5c fûppotèc une choBgexnte y ^gale à la quantiti qui refte aprèi 
stroir effacé dx. Ici on a ysx-^^^ : ou en rendant cette éqoation com- 
qienlïirable ^j> = x+4 équation k I2 par^ole où l'origine des coordonnéei 
ji'cfi point au faaaaet. Voyez Giûliije , Afflkation dt l'Aigtbrt « Ia Giaaitrit^ 
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A étant une confiante qui peut quelquefois être nulle t 
quelquefois être réelle , mais qu'il faut favoir déceiraiaec 
dans «haquç cas. Cela pofé , je paflb à U règle* 

XLVIIi 

Métho^le Faîtes la changeante x de llntégrale égale à zéro j fie fî 
^J^^itre l'intégrale devient zéro > c'efi ordinairement une marque 
mleeûcMo^ qu'elle eft exaâe ; û au contraire après cette fuppofitioa 
pi«te ; & jg jp __ Q il refte une conûante dans Tintégrale , il faut 

fuand elle ne ' O ' 

eft pai , à la joindre à l'intéecalc trouvée avec un fiene comcalre à 

«ouvcr la ' ^ " 

conAante a»' celui qu'elle a t alors cette Intégrale fera complette. 

la rendra * « * 

«»,!«.. ^^^^ 

i.Exemfie. Soit x". y=^i^fx, on 3yâx = dx^px, dont Tmi' 
tégrale eft (Art. n.)fyilx = \ V~f . « ' . La fuppofitioBi 
de x=so donne le tout ==Oj donc Tlntégrale eft com- 
plette. 

L. 

«.Exemple. Soit 2°. àxVx-\-a dont l'intégiale «tt i (*-l-a) ■ ; 
Ëlifant ar 3= o il vient ^ . d*^ , donc l'intégrale n'eft pat 
complette , Cela confiante qu'il but y ajoutée eft — t • a ' ^ 

LL 

DjmoRftra- Pour démontrer cette méthode , & lui donner la plud 

ae cette mé- grande généralité dont elle eft fufceptible, je fuppolè quo 

° ^' l'on connoifl'e la valeur complette de l'intégrale ^ lorfquft 

« a une certaine valeur que je défigne par s , & que 

«ett» 
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cette valeuc complette de l'intégcale foit Q , alors yoicï 
comme je raiibmie. 

Soit X la valeur générale de l'intégrale trouvée par le 
calcul , & à laquelle il manque une conâante C que je ne 
connois pas encore : ^-h C fera rintégrale complettc que je 
cherche. 

Je fuppofe à préfent qu'en fubftituant » pour x dans Xf 
^ devienne A , j'aurai A-hC pour la valeur complette 
de l'intégrale j lorfque x ss « ; d'ailleurs par la prenùere 
fuppofidon cette valeur complette :s:Q: donc ^-i-CasaQ^ 
donne C=skÇ — ^* 

Mais le plus fouvent cette valeur complette Q de l'in-i 
légrale n'eft pas donnée & ne peut l'être , & la feule fup- 
potition qu'on puifle &ire c'eft de chercher l'endroit oh 
la valeur Q de l'intégrale s=oj encecasQ3=0f donc 
y#-hC=î!0, donc C=! — A. 

De plus » au lieu de prendre x =9: a^ on le iuppofè or* 
.dinairement => o , & cette fuppofition eft plus fimple 1 
parce que l'aire d'une courbe commence avec les abfcîfles » 
ic que par conféquent Q s= , lorfque x =» o : voiU fut 
quoi eft fondée la règle. 

Après cette démonflration , appliquons-la au fécond 
^exemple que nous avons donné plus haut. 

LU. 

Appliqué* 
r, , t iy~ 1 1.' / I A . y . X i la diffïrcn- 

Soit dxr x-^a , dont imt^rale eft f.(x<+*d}* deiie^nou 
,ss=X. Sui^olànt * = o, ilvient ftf* =s-^; donc^a»" coud exe»» 
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-h C= Q . Je prends félon ce qui eâ dit dans la démon- 
flration Q=o, donc j a~-t-C=o, doncCss — ya~f 
ce qai prouve qu'il iàut ajouter la conftante avec un Hgne 
contraire à celui qu'elle a dans l'intégrale. 

Cependant il y a des cas dans lefquels il ne £ur pas 
prendre x := o ^ comme on le va voir. 

LUI. 

Exception ScROLiE I. Soît la différentielle dxypx—fa dont 
je cherche l'intégrale. Je reprélènte cette intégrale par 
Fie. 1. l'efpace parabolique BPC, prenant l'origine des x au point 
^ , alors l'ordonnée eft imaginaire. Notre règle nous donne 
auin refpace BPC imaginaire , ce qui en &it voir la 
généralité. 

Cxfâx^fn—pa =,: (Règle i. ) Vp. \{x-'a)^ ; 
faifant *:=o, il nous refte Vp, \. — a", la conftante 
eft donc imaginaire. En tfkt y toutes les ordonnées depuis 
A jufqu'en B étant imaginaires > l'aire comprîTe entre ces 
deux points reft-aufli. • 

Mais , dtra-t-on j il paroît d'abord que Tefpace BPC 
eft réel ? oui , fans doute , mais un efpace imaginaire 
ajouté à un réel > rend le tout imaginaire, ce qui arrive ici. 

Mais ti de toute l'aire de la courbe on ne vouloit 
prendre que la partie BPC, alors il faut conlidérer 
l'ordonnée au point où elle eft zéro , ùlrc x égale à 
la valeur de l'abfciflê en ce point , & non égale à zéro i 
sUors l'iatégrak deviendra égale à zéro , ce qui rendra 
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h eonlUnte nulle. Fat exemple ici ne prenant l'aSre'de la 
courbe que depuis le point B > & fuppofant BP'^a, 
il Ëiut hitc x^aa-y cette valeur de x fiibftituée en & place 
daiul'int^raleK/i. f . (» — x)' donne (/^/. 7(11— «)• 
B> 0. Donc Q=>o> donc C>so. 

LIV. 

Sgrolie 1. Il peut arriver que l'on troOTB une inté- ciioin»- ' 

gtale n^atirc. Soit , par exemple , ttiyperbote ECG, fi ^•'''* 1 

l'otigine desx eft en ^, que l'équation de la courbe par' 
rapport à l'afymptoce ji3Ffok ( en nommant /fB, x, Fig. j. | 

BC (y) ) t=xxy, Mènent de l'aire feu i .x x~' dx • 

dont l'intégrale eft la quantité négative -" lx~' «s — i 
oa — i -+- ^ . Or lorlque » = o , cens aire doit éô» 
= o , donc A=^-*-\: Dbnc DASCE =='- — '- ^ 
ce qui m a rq u e que l'aire DABCE c& infinie. 

Lorfque x»noe> l'aire DABCE devient DAFGt 
& -=.-L = o; doncO^fC— i; donc GTBC aa 
DAfG — DABCE =mf- : ce tpii marque «^ llnté^ 
gr^c — ^ fans conftuice n*eft pasTaire D ABC Et mus 
l'aire CBFG qui commence à Votdonnée BC{y) , tc 
va vers B F qui cft Je côté oppofë à l'oiigine ./^ i & le 
figne — indique la pofitîon négative de cette aiie GFBC 
par rapport à l'ordonnée fi C & à faire I>ABC* Voyez 
Mém. Acad. 1705. l'Ecrit de M. Varignon fur les efiaai 
flufyitif^is de M, WaUit, VoyeK aufli àam PEneyehfédit $ 
fan* AJ^mptote. 

Mij 
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$2 Traite^ su Calcul iSTEfGitAL, 
LV, 

Observation importante. L'addition de h confiante 
fait quelquefois que la différentielle paroît avoic deux inté* 
grales différentes : mais (i on examine attentivement ce9 
intégrales > on verra qu'elles ne différent jamais que par 
nn terme confiant qui fe trouve quelquefois enveloppé dans 
l'une des deux. Ainfi l'on trouve que ~~ & :r4- font 
également les intégrales de ; - >.^/. t > puifqu'en différen- 
tiant ces deux intégrales > on retrouve cette même diffé- 



rentielle. Mais il efi aifé de voir que 7-4- = ~ i 

, . , , ^~''' „.-^~** 



, — JL 



d'où l'on voit que ces deux intégrales ne différent que par 
la confiante — i . Et en général l'intégrale de ■■ .f^ ^— , 
fera 77j^ ->-^i {A reprélèntant une confiante quelcon- 
que ) j ou * ' ftlx — " î & fi on fait i -+-^ = n ( » étant 
un nombre quelconque ), l'intégrale fera ^" y "^^^ ' • 
Si n =3s o , on aura -r^^ qui efl la féconde des deux in- 
tégrales trouvées : fi n=s= i , c'efl-à-dire , fi ^:^ o, on; 
aura la première î & donnant fucceflîvement à n différentes 
valeurs , on en trouvera une infinité d'autres qui toutes 
ne différeront que par des confiantes» 

LVL 

Il &ut Sien avoir pré^fent ce que nous venons de dire fur 
l'addition des confiantes : nous n'en parlerons plus dans la 
iliite de ce Traité ; le leâeut efi en état d'appliquer ta 
règle générale aux différentes intégrales que nous trouve-r 
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I. Partie. C h a p. 1 V. 53 

rons. Il km l'appliquer au(fi aux intégrales trouvées dans 
les deux Chapitres précédens. 

CHAPITRE iV. 

Définitions & notions préparatoires à l'intégration 
■ des différentielles hnomes , trinômes , &c. 



o 



LVII. 

N fuppofe que dans une grandeur complexe , les Dtfnirion 
expoiàns des puiflânces de la changeante x qui diftin- &c 



gue les termes , forment une progreflion arithmétique ; 
on l'appelle un birïome quand il n'y a que deux termes ; 
un trinotne quand il y en a trois ». fie aïnd de fuite. Ainil 
Ax^'^bx* eft un binôme, ax** -^bx' •^cx^l un tri- 
nome, a-^bx^-^cx^* un quatrînomc : on fous-entend 
le troifieme terme o a: *" qui ett ^ , comme s'il y 5voi« 
a-^bx -t-oa; -+-c*' . 

On rapportera toutes les exprellions des différentielles 
complexes , autres que celles dont nous avons parlé 
( Chap. I. ) , aux formules générales qui fuivent. 

Formule des Binômes. 

gx^ dx . {a -+- Ax" ) 

Des Trinômes. 

gx'"dx,ia'\-bx*-^cx^'')^ 
Et aînfi de fuite peut les quattinomes > &c. 
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P4 Tit4iTE* DU Calcul intë^ral. 

^1 (f> £i f, ficc. repréfentent les coefficiens ; x la 
changeante ; p l'expofant de la puUIance de la gcandeuc 
fous le ligne : cet expofant fera un nombre entier ndgatif > 
ou une fraaioq. Car nous avons vu ( Art. xi. ) que quand 
c'elt un entier politif > la diflërcndellc slntegrc tout do 
fuite par la première cegle. 

LVIÏI. 

Il peut aufli y avoir dans une même dtfFérentielle plu- 
fiears grandeurs complexes multipliées les unes par les 
autres ) comme ^x dx.^a'^bx ) >e(c-+-fjr -h&c.) : 
ces diSërentielles même peuvent être > fî Ton yeut>réduiccs 
aux cas précédens. 

Car foit p=^~ flc î=*! f j on auta^af^rfx.Ctf-f-i*") 
X (c-hex") s=^gx"dx. ia-¥'èx'*)7 X (c-t-fx")ï 
^gx'^Âx.{a-¥'tx'')rk X (f-+-fjr")7ï— ^«"(ix, 

rk 



{a-^ix" . c^-ex" ) /* . Donc, &c. 

LIX. 

Elicï peu- Remarque i. Les formules précédentes peuvent 
deux formes avoit deux formes fans changer de valeur : la première 
1 enoqucï. qyjjjjj jg5 expofans n, de la grandeur fous le figne font 
pour ôtec <ie pofttifs ; la féconde quand ils font négatif. Au refte on 
en/imegran- pcut fecilemeut les rendre de pofitife négatiÊ t par une mé- 
feiKrjÎ! ^^^'^^ 4"^ ^'^^^ ^ mettre fous le figne une grandeur qui eft 
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I. P A R T I E. C H A P. I V. pf 

hors du (igné > & à oter de deflous le ligne une grandeur 

qui y eft- 

— p ' 

Soit x"* X ax" \ II eft évident qu'on peut multiplier procédé d* 

cette quantité par * ' en la divifant en même temps par j"** °" 

«*, fans changer ià valeur ; pour cela j'écris *"""*"', & en 

" * f ï'.Lorfqu'il 

même temps je dtvife la féconde partie o*" par **•' J^^fo^f^fi! 
mais comme cette féconde partie eft fous un fiene dont «'«"""ejcan. 

r " deur qui njr 

l'expofant eft /» , U la faut aivifcr par x | , & l'écrire ainfi «û P"- 

ax J i & la nouvelle grandeur fera *"" ' (*»*""? ) , 

— ? 
identique avec la propofée x* x a*" .La raifon de la 

féconde opération , eft que la grandeur qui dïvife U féconde 
partie doit acre égale à celle qui a multiplié la première ; 

or *J> ass*'. • 

L X. 

Si on vouloît dîvifct la féconde partie par **, c'eft-i- ^'. w&tet 
dire , ôtec «"de deflous le Cgne , il fiiudroit multiplier ûgm o°°ë 
en même temps la première partie par « "^ ; ce qui chan- J^^ye^ 
geroit la propofée en la fuivante *"'"*"*'. (ax**'" ) = 
«"■•""'xa'.La railbn en eft la mime que la précédente. 

LXI. 

Quand l'expolànt p eB une fiaSion i comme dans » * x C3> oii r™- 

^ polânr de la 

« * " , fi on vouloit multiplier la première partie par « ' , g^™° '* 
on trouveroit en fuivant la règle précédeiue «*'*''. 
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ax 7 / * Msa *' X ax* * . Alors î- indique une mul- 
tiplication ai^eu d'une divifion. Car 7 ™= 3 >* * • 

LXIL 

Catoùtiefi LorCque l'expofant ^ eft nëgatîf, c'eft-à-dire, lorfqu*il 
^^' eu — e , on trouvera que ~— devient ~— ou -H — . 

LXHL 

Uiagesdela Par le moyen de cette méthode on peut rendre les 

méchode pré- ' * 

cédcnte. expofans de nos formules de pofîti^ , négatîis. 

l'.Pourren- Je dïvîfe U grandeur fous le fîgne par la cliangeante x 

fa" "e'^Soï élevée à la plus haute puiflance qu'a cette même chan- 

paficifi" nc^ géante fous le figne ; je multiplie en même îemps la ctian- 

* ■ , géante * hors du figne pat la même grandeur, gx"* dx » 
f 
{a-^bx") devient en pratiquant l'opération précédente 

^X " {b~^a.x ) - 

La féconde forme de gx*^ dx{a'^bx^ -^ ex*") ,cft 

de la même manière ^**""*'*'''*i*(<^-4-i*~"'4-d*~*'') . 

.Enfin gx'^.dx (a-^bx" -i- Bx^") x ((:-+-*«" -*-/**" 

-ï-7*»''/devient^*""*"""^'''^^*<fî-4-**~"-4-iï«"*'') 



J.XIV, 



'. Pour n- 



"m"edi»?- •-*"= méthode ftrt aufll poui ramener à nos fprmules 
fÔrmuki "S "" S'*"^ nombre de différendelles, 

CtdentM. LorfqUQ 
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r. P A R T I E. C H A ï. I V. P7 

Lotfque les deux termes de la grandeur fous le Hene Application 

r t ■ ij 11. . idx ^ ^'* '»"'>* 

lont multiplies par la changeante , comme dans — ~ met. 
y^cx-\-x* ^&x~^ dx (ex '^x*)'' , il faut pour ré- 
duire cette quantité à la première forme de la formule des 
binômes y dégager le premier terme de la changeante qui 
le mulcîplie. Or cela fe fait ùfément par le moyen de 
notre méthode. Je divife la grandeur fous le figne pac 
* ^ ** T ) & je multiplie la grandeur hors du figne par cette 

même quantité ; j'ai bx * dx x c-+-* ' , dans laquelle 
h=g i ~i = mj c^a i i=îii n=sij^^i. 

Pour réduire cette difiérentielle à la féconde forme de 
la même formule , je multîpUe la partie hors du figne pac 
x*^~ f 6c je divife la partie fous le figne par la mêine 
grandeur: cequime donne i*~* (H-c*~*) * ou^=ij 

LXV. 

De la même manière pour ramener à la première formô Applieaâon 
de la formule ^«"(i* (<?■+■**"-*- fijf") x (r-H?*" ^^^ t^»* 
«4- /**""*+- 7 * '" ) la quantité du même genre *"* d x 
(3« — Cx') x{a.x — ê*'-4-Ajc*) *^ , il fàudroit divi- 
fec la ^randeui fous le figne par x * ^ ~ ^ , & multiplies 
celle qui eft hors du figne par la même quantité ; cette 
Opération nous donne X ~dx{sa — Cx*) x (a-l-o«*. 
— C*!»fA«*) 'jçùoaa^^iimss:!!-- 4. j (ïssja; 
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S>8 TiLAiriL* DU Calcul tttTtfùRAi, 
issso ;B=s— ^;c=:a; r=o;/=— C,v^J(;p=s=: — f , 
Si on veut ramener la même dîflférentieUe à la féconde 
forme de la même formule , il faut i** divifer la première 
grandeur complexe 5 a — f**par**,& multiplier la gran- 
deur *~*</jr, par **. 2°. Divifer la féconde grandeur 
complexe (ax — ^*'-*-A*') ~, & multiplier en même 
temps x~* dx par «*^~»^ = *~* ; & on aura *"' dx 

LXVI. 

Il en fera de même de beaucoup d'autres différentielles. 
Il eft bon aufli d'obferver que des différentielles încom- 
plexes , peuvent avoir la forme de différentielles complexes. 
Par exemple j dx x y^~âx == x° x <i* ( H- a* ' ) * . 
LXVIL 

Troifîeme REMARQUE 3.. Il eâ quelquefois néceffairc pour facl- 
m^^ n~ liter de certaines intégrations , dont nous allons parler 
Set. "' *o"^ ^ l'heure, de Éike enforte que l'expofant de la chan- 
geante hors du ligne foît moindre d'une unité que l'expo- 
fant de la plus haute puiŒince de la changeante foUs le figne. 
Or cela le fait par le moyen des indéterminées , & de la 
préfènte méthode. 

Soit {j1) x''dx (c^kx*)". Pour que Texpofant r foit 
moindre d'une unîté que s , ]e multiplie la changeante * ' 
hors dn fignc , par « élevée à une puiflànce dont l'expofanc 
fcit l'indétemunée q, c*eft-à-dirc , pat «',& je divifc cir 
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» 1 M 

même temps e-hkx' parjc" . J'aurai x^dx (?-+-**') 
= {B) x'"*'^dx(ex •-»-*»"-) . Je fuppofe à 
préfènt s — I = rH-^-+- 1 , j'aurai f ^ '"^vv" » ^ 
cette valeur de q tfcant mife à fa place dans {B) , on % 

r-t-jw-w r r-f-«-i r-H J? -f- ■ "» 

« »-•-» i/*Vjc " + » -+- jfc* "-•-» J,oùrexpo- 
6iU de X hors du fignïï ne diffère que d'une unité de 
l'ezpoûnt de la plus haute puiflànce de x tous le Agne. 

On remarque» qu'il eft indifférent de multiplier x*^ dx 
par X ^ , en divifant la grandeur fous le ligne par x - ^ oa 
de faire l'inverfe de cette opération. 

LXVIIL 

Toutes ces chofes fuppofées & bien entendues , je paffe h 
l'intégration des différentielles binômes > trinômes , &c. 
La méthode pour intégrer ces différentielles a deux parties. 
La première renferme les lûnomes qui peuvent s'intégref 
algébriquement, c'eft-à-dite exaÛement. La féconde com- 
prend celles qui ne s'intègrent exaÛcment qi^en fappofan* 
ta quadrature ou la reâificatioa d'une courbe. 



Ni; 
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100 Traite' DÛ Calcul inrt'GÏiAL: 

CHAPITRE V. 

Première partie de la Méthode pour intégrer les 
différentielles Binômes comprifes dans la formule 

m , , I n P m-t-BP 1,1 -n P 

gx dx {a-*-bx ) , oupi dx(b-4-ax ) , 

dans laquelle ç ejî un nombre quelconque. 
LXIX. 

ûSLim- rOur trouver rintégrale de {A) gx*^ âx^a'^bx'f ^ 
«naeiles qui jj ^y( jO^ g,ifç enforte que rexpofapt de la changeante x 
gébrique- hors du fiene foit moindre dune unité que l'expcfant de 

ment. ■ ° ^ * 

Procédé de ^ P^"^ ïiXQX& puiflànce de * fous le figne. Ot cela fe feic 
ïa méthode, jg 1^ manière que nous avons enfejgné (Art. lxvii.). 

2°. n îvit fuppofer une nouvelle changeante z égale à 
la grandeur qui eft fous le Hgne , fie fubflîtuer les valeurs que 
donne cette transformation , de la manière que nous avons 
enfeigné ( Art. xvi. ) . On a par ce moyen une transformée 
:. ifefit le premier terme eft întégrable par notre règle fonda- 
'• mentale. Le fécond terme eft le même qu'étoit la quantité 
avant la transformation , à l'exception qu'il a un coefficient 
difi'érent , fie que l'expofant de k changeante hors du ligne 
eft augmenté ou diminué en prc^ortion arithmétique. On 
&it fur ce fécond terme la mâme opération que fut le 
premier , ainfi de fuite. 
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LXX. 

CétatUons cette méthode en l'appliquant à notre formule Appu„,.^e 

(A) gx"'dx {a-hix")' . * lajbinui. 

1**, Elle devient pat la première opération (B)^**"^'<^* ^' ' f 
fax p -*-*»"!} , &fuppofant m-t-^-t-i=)» — j, 
on en tire a =» ''f~'^f~t , jg fubftïcue cette valeur de a 
à là place dans (B), on trouve {y*) = (C) gx ,^.i 

{ W-W-t-t M + WP + I ■» ' 

âX p-M ' -f- tx jT+l / . 

2\Je ruppofe z égale à la grandeur Ibus le figne> c'eft* 

; m-n-hi i»-t-»p-«-i 

à-dire (D) 2^(1* p-t-i 'i-hx y^ï :cequidonne 
(£) z = » "),Xi X (a-\-bx"). Donc on a (F) z'"^' 



<(o-t-4*")'"^', & (») î'={a 



."•->+■ „,^_i.»., <,,.,,._,^^ 



m-H-M 



-t- t» — J5n — / . Difiéremiant (D) j'ai (G) ,<j ::» 
Et par conféquent (H) x "'^H^î' dx = (/) /_til_\ 

,1 r in-i«-*-ï l * m-H~^ 

l '''^ — { i.-^.f-t-i }î* / + • ''"■ 

3°. Je fubftitue dans le fécond membre de l'éqnatioa 
A== C, la valeur ( /) de ( H) , & on a /^ = ( L ) /-tili_\ 

ax-j^^bx-rir-) - {c:,'!;'.} 

-^ * ,4-, <i« X \(i* y + 1 -*- ** ?+' ■/ • Ou 
fubftiniaot eacore dans le ^cemiec terme de ( L) au lieu do 



,y Google 



loi Traitb' dv Calcul turifaiAL. 

ax , + , -4-4» f-i-i "j fa valeur z' prire de (•) , 
on aura (^) = (Af) {^;ri^.} f ^' "«^ - (iV) 

4°. Je cherche l'intégrale de cette é()uation. Or je 
vois bien-tôt que la règle fondamentale me donne celle 
de la partie {M), je la prends & je trouve /C^) gx^ dx 

'-f xfx'"'dx (a-*-4ar")'. Je fuhftitue dans (Q) la 
valeur de z'"^' ptife de {F) , Se j'ai f(-t^) gx" dx 

(. + 4.-)' = (D j;,^. K fx «."-"** 

(a-(-4x") . 

LXXL 

Voilà le premier terme de l'intégrale qu'on cherche. 
L'on trouvera tous les fijivans à l'infini pac de Amples 
fubftitutions. Le fécond t par exemple , fe trouve en met- 
tant dans (T) ) Se dans ( K ) , à la place de m , m — « , Se 
multipliant par le coefficient de (iî) j ce que donne cette 

fubftitution. Ce fécond terme fera ( y) — J '"~'' , '*'^ "> 
' 1.1.-1-1./+./ 

X .^„;^.,. X ^ ^,"*'-'" (a.^4,-)'*' - W 
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La raîfon de cette opération eA évidence. Car novts ve- 
nons de trouver l'intégrale de (^) gx"* dx x {a-^bx") ; 
nous cherchons maintenant celle de f R) — / , "'~"'t'' -\ 

■ 4 m-n n f \ "'H'-J'-f- . / 

x-T-x^* (ia? X (a-t-^*") . En quoi différent ces 
deux difTérencielles f Si nous les comparons enfemble , 
nous trouvons — S ~ - ? . "^ ' . X x~= i , m — n = m; 
donc pour avoir Tintégrale de R , il faudra fubftituet dans 
celle de/f,m — ffàmiôc multiplier chaque terme par 

{ m-w-f-i -y a 

LXXII. 

Le troifieme terme fc trouve par la même raifon , en 
mettant dans T 6c dans Ri m — an au lieu de m , & mul- 
tipliant ce qui en vient pat le coefficient de X, 

De la même manière on aura le quatrième terme , & 
tant d'autres qu'on voudra de la fliice qui ell l'intégrale 
cherchée. Ils font chacun multipliés par ^ ( -h ^ x ) ; 
ainfî il ftiffit d'écrire ce comman muitipUcateui une feulo 
fois aâ comm«ncement de la fuite* 

LXXIIL 

Remarque 1. On peut abrégtt. Kexpreffion de cette MoyenJa- 
intégrale. Poia cela j il faut i". diviftr le numérateut & le ^t^la * *d» 
dénominateur du premier terme , chacun par»; cewf du u^^LJ* 
fécond terme par»* j ceux du troifieme par n' 1 & ainH 
de fuite. Cette opéiation donne aptes la céduâion /(^) 
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a". Je fuppofe ." ffl-t" i = r, 

ce qui donne - • * »»-+■ > :^ rn; 






mr*-i — n = rn — «. 

IM+I 2« sa= r» 2». 

Je fuppofe encore . . ; ; 

ou m -^-nf' 

* n 

ce qui donne ...... m -+■ np-hi — » = s — i • 

» 
& , ,. , m-i-np-¥-i — 2W = J — 3 . 

3^ Je fubftitue r, r — i, r— â, &c. f, f— i, 
î — 2, &c. à la place de leurs valeurs dans la dernière 
expreffion de l'intégrale , & on aura U formule fuivante. 

STnféiiJ ^ ('_î_;c'"~"- / ----1 4 n..-» f (^i)(.-0 . 

d« diffiren- ** W X A * !/(*- i )/ ii * ^ V (x-i) {/-»>/ 

âelles bino- ^a rn-iit \ ,. 

mes gu'on TT ^ •'^ ^^' ) » ouoicn en piettant pour rn -r^ft > 

pêut.ramener ' f + ï' 

â g*"<i« rn — an, Sx. leurs valeurs /(//) =p — {(H-i**) 



(I M+:i-« r '■ - * 1 <» "■ 

7TS * - {-TTTrT)} ÎT « 

f (r-,.).(r-.) -, if. ."■t'-î'_-.,c N 



LXXIVi 
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LXXIV. 

Remarque 2. Quand le fécond terme &x* du binom0 
f 
a'^-hx* efi n^aàf, il faut changer dans la formule les 

iignes des termes dans lefquels b a une dimen&on impaire* 
LXXV. 
On peut avoir par la même méthode une formule d'în-* 
tëgrale de ^x" Jx (d-t-i*") j cm les puiffances de la 
changeante x qui en dif^ngqeijt , les . termes, ^yçnt pour 
expoËtns la progreflton arithmétique m-\-i » m-Hi-f-n» 
»ï-+-i-t-3», au lieu que ces expofàns font dans la for- 
mule précédente m«+-i — n,m*+-i -?-a»>M'4- j — :3 »» 
&c. L'opération eft abfolument la même , que celle que 
nous avons déjà feite, excepté qu'il fiutfuppofer»i*t-^-+-i 
p= — 1 > Se non pas = « — -2 i ■€« -qui. donnera q 'sm 

— mp—p , Après les fubftimtions & transformations on 

aura/^*'"^*{^H-i*-)' = (,){-^}x-fx«"'^' 

{a^^bx'*) i on trouvera le fécond^ troî(îeme, quatrîemey 
&c. terme de l'intégrale comme ci-delTus { Art. lxxi. ) . 

l,'intégtaleeft^(«-t-i*") x ( {~^} -j- »"** 
r m-t-. + .>■>.. t ^ " + 1+» 

— 1 (m-l- O.c™^-,-.-») J .a " ^ 

{ fw4-i-t-af-{-w).(ro-t-i-»'iif-Hti») ^ ** m+i+i» 0,^ ^* 
C»>-l-i).(».+ I+»J.C»+i + »»)/«'"* / 
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L X X V I. 

On abrégera l'eipreffion de certe formais par le même 
moyen qui a fervi pour la précédente. On divirerà le nu- 
mérateur & le dénominateur du premier coefficient chacun 
par — n, ceux du fécond par — » x — », ceux du troi- 
fieme pat — » ' , & ainfi de fuite. Après on fera pafler au 
'dénominateur du multiplicateur commun une — n du 
dinfeut de chaque terme des coefficiens. Enfin on fnp- 
fofera . »>-+■ i = s 

ffl-4- 1 — p = j — ^ = If 
S'oii l'on tire i»-t-i-4-« = s — i , 

Bl-t- 1-4-3» = j — 2, &ç< 

:ik encore m-l-i -<-n^ = r 

nm-i-i-np-htt ^ r — I 

m+l4-np-i-2n == r — 2 , &e. 

Mettaiit ces raleura à leurs places dans les coefficiens de 

l'intégrale , on aura cette féconde formule. 

■ /ix-"dx {a + ix')' = {«) -5- (, + i^")'-*- X 

SeconJelbr- > . , * 

t'" dx et m-t-14-iM ^ \ 

. f r; * — &c. 1 . 



=, Google 



L P A R T I E. C H A ?. V, IDJ 

LXXVII. 

Remarque 5. Si la difii^renrieUe binôme étolt 
x" dx (ax'-^hx* ) f il (èroit aifé d'en trouver l'in- 
tégrale par notre méthode. Il fufficoit de préparer la diffé* 
lentielle , de manière que la changeante x ne fe trouvât 
qu'au (ècond terme : c'eft ce qu'on feroit par le moyen 
de la règle 'donnée , Article lx. 

LXXVIII. 

. Rémarque 4. La-même médiode nous donneroît u fcconltf 
aufiî deux formules d'int^ation pour la féconde forme- ■•+<•/ j ' 
de la formule des binomesi ^x"*'^*' àx (i-t-^iaf"") ; «-t-jr")' 
mais il eft inutile de s'y .artéicï, los deux qoe noos venons d^,'"bSef 
de trouver étant fuffiûntes. . tTro^S- 

____^ ■ -ï" d'intigra- 

CHAPITRE VI. 

Ohfervationsfur lés deux formules d'intégration (+)' 

& ( • ) de la première partie de la méthode 

des binômes. 

LXXIX. 

IJ'Ans nos deux formulés • loriqaerj 6\i^ — - dans h Catiimie- 

■^"^ iBj_r-* ,■ , " quel r eft im 

première i & ' dans la féconde , eft un nombre nombre en- 

cnùer pofîtif* il eftévidentque-kfuit» fera finie & exaâe; N'apoimJ* 
^ _ .. HScMU 
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puifque r — i, i* — 2, ôcc. étant coefHciens des terme* 
de la fuite ^ 6c r un nombre entier polîtif > un des coefH- 
ciens âc tous les fuivans feront =: o. . Donc la fuite aura 
autant de termes > qu'il y auza d'unités dans le nombce 
entier r. 
Caspiusdif- Mais fi j eft un nombre entier polîtif , alors le cas eft 

ficilc • itmiiu 

« eA un nom- plus difficile : Dous aQons le développer. 

brecntierpo- , - , .,.1,1, 

£àf. Commentons par la première formule (▼)* 

Expliqué 
4'abwd pour 
la première T V V V 

' 1" Lorfque **^* ^ P^* arriver que r ne foit pas un nombre entréf 
dtrtS^e "^ pofitifj ficquej enfoîtun; carfoit, par exemple, m^^a; 

^rpofirif, r »= j ; P=>^t ©" T^-' J °^ t-+*2 , OU ÔCC. On a * 
nen eÔ pas --j./^-, i * ' i ' 

»«• {~?" } '='^"*'T> O" f-t-Y-f-i, ou -î-+-f-+-a, 

6cc. = à un nombre entier poHtif , 6c en général Ci p^* 
"""' ■— -4- ^ , en prenant ^ pour un nombre entier poûtif y 
on aura s { " „ — -+- p \ = ^ -t^ i - 

Comme les termes dont le dénominateur eft égal à zéro 
font infinis , on pourrait croire que dans ce cas- l'intégrale 
dl infinie : mais il y a une inHnité de cas oii cela n'eft 
point , l'intégrale dépendant de la quadrature d'une courbe , 
dans laquelle tant que x eft finie , l'aire de ta courbe Vc& 
aufli. Car foit comme dans l'exemple précédent > m=^ 2 y 

tu 11 ^ 

n>!^^ , ptss^, on z gx dx.(a-^èx^) s^gx'dx^, 
{a-hbx')'*' , dont l'intégrale dépend de la quadrature 
d'une cowbe dans laquelle (AEt.Xi.vn..) l'âibfciHe étant & 
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Tordonnée eft gx' . <j -f- i x ^ ^ . Or U eft vifîble que 
lotfque w = o , cette ordonnée eft ^ o , & qu'elle n'eft 
infinie que lorfque x elle-même eft infinie. Donc tant que 
* eft finie > l'aire de "la courbe exprimée par fgx'dx 
a-^-hx^ ^ eft auffi. finie. 

LXXXI, 

La formule ou ferie (+) ne pouvant donc fervîr *5ans j^^'^J^^ 
Ëe cas « il faut avoir recours à la ferie {^\ ou formule ft"n«<ie(;f ) 

. * ' ne peut «i- 

bx^dx {e-hex^) "de l'Art. xi. en faifant^ =- A '^ 

. i m ^ k 

■■.'*;= r 

» «= î 

iSc n dans cette ferie le dénominateur de quelqu'un des 
termes devient *= o^, c'eft-^-dire (Schol. ^rt. xii. ) fi -^ — > 
ou Çi valeur — — j eft un nombre entier pofîtif , or 
pourra trouver l'intégrale finie & exa£le de U différentielle 
propofiJe. Car puïfque dans notre formule ( + ). ^^ -t-p 
eft (hypoth.) un nombre entier pofitif, & que "^^^uï^^i^Z 
»uffi fuppofé on noAibre entier pofitif, il làut n^ceflàire- 5"^"^^ 
ment pour q|uc ces deux fiçpofitions s'accordent qne;==» 8"^- 
foît un entier pofitif. -'Oi cela |»ré on a (Articld'Xi.) 
l'intégrale finie &. exaâe de Actre difEî^entitile.. 

LXXXIL 

t'. Loffque- 

a». Si r î— — } & j î-r^ -t-?^ foM tous deux je.» ««im 
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des nombres entîçrs pofittfe, U cft vîHMe que p Ara n^- 
ceflâirennent ou un nombre entier pofitify ou un nombre 
entier négatif. < ~ — î- . 
Fremiercat Dans le premier cas r eft <i s t alors k fonnule ('(') 
cune ditGcul- ne ^c aucunê difficulté ; car r étant un nombre entier 
pofitif plus petit que f , la fèrie qui donne l'intégrale fë' 
trouve finie âc exaâe , . avant qu6n foit arrivé au terme 
4ont le -dénominsteur feroit é|;al à zéro. 

D'ailleurs on peut réfbudre ce cas fîn^cment par l'Âi* 
ticle . X I. que nous venons de citer. 

LXXXIII. 

Second cai Mais H /> ell Un nombre entier négatif, alors r ">• Sf 
Iffieiie. ^"^ & le dénominateur des termes de la formule (-!•) devenant 
!=_ o , avant que l'intégrale foit finie fie cxaûc , cette for- 
mule ne fait rien çonnoîtré. ^ 
' I^ cas préfent peut être fepréfenté par {a) ^' '" ^ , 



où à çaufe que p eft négatif, j'ai mis aH-i* * au dér 
minatenr. Farce que ^^^ = r » on' a (a) '= : 



Êi- -ii ^ îl ^ Zl . Soit maintenant 

J:^-^^Jt''), («+**")' ,...■. 

(Att'.xvi.) a-k-kK* ^>^Zf.Qn aura »"=.îr^;f ^""'('je 

= ^ix ==-rV} i& enfin 77— 

,==X£l >c /A^l'"' ^ -4- X îUll^. Orcommo 
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r eft ( byp. ) un nombce eatiec pofitif *■ r «^ i ' en fera 

un ; par conféquent pour avoir l'intégrale de î^^! ^ , 

il ne ÙMt qu'élever z-r^a k la pûiflànce r— i > 6c mul- 
tiplier chaque terme par ~ pour en prendre enfuite Tin-: 
tégrale. 

Or comme p ( hyp. ) eft •< r , il s'enfuit, que f ao 
jàuroit être que tout au plus. =ça r — i ; Se conune la 
puiHance r-^-i ds z — a doit contenir toutes les puif- Ac qÏÏ|u'tm 
fances de z depuis z*^'' jtjfqtf'à z** incluûvement > il dépend™^» 
s'enfuit qu'il y aura quelqu'un de ces termes dont ïa tna\- S'eî'hytSZ 
tipitcacioa par -y réduira fediflKrentielle à tl. que nous '** 
avons démonnré détendre de la quadrature de rhyperi)olé« 

-■ LXXXIV,.. ,;;:.; 
Je paflé à la féconde formule^ ( « ) , Catitrm 

••_,-' un nombre 

Dans cette formule fi s l — ; — \ eft égale à un nombre entier pofidf, 

t ^ r" ■'. / • expliqué pour 

'entier poflttf y eUe a. le mSme inconvénient que nous u fcconde 

T-' ii.«.,i /•■ fonnuie (u) 

'venons de remarquer dani la fetic ( + ) pour un cas -fem- de l'intégrai» 
.Uable (Are,LxXx;). Dans ce cas au lieu, de Ëire uËtge " '^'^ 
de cette formule («), on, peut employer la ferie (J?0 fi£^l^" 
en fe fervant des remarques- que nous avons &ites fur 
cette fène ( Article xii.-4c-fiiiK. i) . 

' Oiï pouiia aud te fervir de la formule ( .^ ) qui ne fera r*. / Aanr 
aucune difficulté , à moins que " "*" ■■ ' -4- p ne foit un endc°^(îtrf, 
nombre entier pofitif ; mais en ce cas on remarquera que Jj]"* 
puifque ( hyp. ) ^^^T" ^ "^ nombre entier pofitif, & que 
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iii Traite' DO Calcul isTeâMAi. 
!1^ -t- ^ en eft aulE un , il bnx que p Ibit entier poUtif; 
ic alors il n'y a plus de difficulté pour trouver l'intégrale. 

xxxxv. 

1*. r k i' Si dans cette même formule r & ; font tous deux dtis 
Jrax c^dos nombres entiers poUtiË & que r < j , alors on peut fort 
^ " * ■bien fe.fervitde la formule ('") . D'ailleurs f eft alors un 
nombre entier pofitif y £c l'intégrale par conféquent le 
trouve ailément ïàns le fècours de la -formule. La preuve 
en eft la même que pour le .cas femblable de la formde 
^+) ^ Art LXXJtii. ) . 

Mais (î t {-^} ett < r /.S^ _y } , ce qui 
rend ^s= àjua nombre eiitiér négatif* alors, la formule 
( • ) ne fait rien connoitte , 8c il £iut avoit recours à uns 
.autre méthode pour trouver l'intégrale. 

I,XXXVt 

Fuifque ^^^^^ = j que je fuppofe être un nombre eu- 
jûerpofitif, 6c que^ eft (hyp.) un nombre entier négatif» 
-il s'enfuit que la différentielle t jc*"^* . (d-t-è*") peut 
-être tepréfentée par ^ -. Or fuppofons (Att.xLm.) 

((i-t-A*")' 
tn~x , 



X ^ — ,onax 'djt = <^T — ;: — » & 



(4 + i.")'- 

"'"''** **" «^■'"'"'Jk „„«,..■.» 

.t= X , = — -^ : comme p 

' (4.» + *)' ..(i + 411)' 

& I font des nombres entieisporitiS , U eft aifé d'avoir l'in-; 
tégrale en cette forte; ■ 

Soit 
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Soit *-+-«« = «, on a » = -— , & , 

férentlelle dont l'intégrale efi facile » parce que p-^s^^t 
eft un nombre entier pofidf ; & il eft aifé de prouver qu'il 
f aura quelques termes de cette intégrée qiû dépendront 
de h quadrature dé l'hyperbole, . 



CHAPITRE VII. 

Seconde partie de la Màhode des différentiel(et 
binômes comprifes dans la forrnule 
gx dx.<a + bx ) , 
" LXXXVII. 



C 



Ette féconde partie ^enfermé les différentielles dont Contient !«»; 

l'intégrale fuppofc h- quadrature |Ott ta -reffificatipri' Jf^^"^-"' 
d'une courbe. ' '."■■;,■'',. ''«r.u$S 
■ De la formation des deux formules précédentes ^ on peut jj^l^" ?" ^ 
en déduire deux autres-pouf trouver les intégrales finies i'unecourbe» 
des difiéténtielles binômes -que la-ipremiere partie de, là 
méthode ne donne point. Pour cela on foppôfe donnée^ 3^15 'jeux 
les intégrales de quelques dififérentielles binômes , lorf- ^iSiSÎ* 
qu'on n'en peut avoir d'exaSes pat les formules qui 
ft^cérfent. ■■ - ' • ■ . 

E 
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Ces deux formules font aifées à trouver par notre pre- 
mière transformation. On fuppofera pour abréger u^^^g 
Pi (a'^hx") f&ôn ^rira dans chacune des formulei 
(4-) & (u) de la première partie , non -feulement les 
termes qui font chacun une intégrale , mais en écrira 
aufU en parenthefe pour les diilinguer , chacun^ dans leur 
rang, les autres termes qui ont iàit découvric les prëcédens» 
fie qui ne &>nt marqués que par /qui veut dire fbmme^ 
Ces termes affeâés du ligne / étant fuppofés donnés y 
l'intégrale Csn exaâe. 

' ' Lxxxviir. 

Ce procédé" nous donne les deux formules fuivantes^ 

première formule, (,^) de la féconde partie de 
* la- Méthode. 

Premier terme de l'intégrale. 
[ m-f-i-» 

_ _^ ... ... .L «* 

i la formule 
^) Je la pre™ 



à la formule - T - ' . ' . ' , i. . : ". 

(?(:)JeIapre. , . . ^ «--» ' f\ 

natte partie A, . f w:^-r-i() ^ . ,,« y-,„'^.' ^„ / - „| , t ,.»/■ V- ■ '. 

Second terme de 1 intégrale. 

Troifieme tenn^ de l'intégrale. • 

f' j. A" •^^ \ -f, f («w-t-t -a) ■ (m-H-tii> x i -^ 

v""*"''* J /; :\C«-*-i^B;'J.CM-t-i-*-»y-a>.(ni-Hi-*-«y-»«;/ 



C-{r 



m-t- I -t- »f ) . ( m -t- 1 +■■»; ■' » ) , 
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c 

Seconde formule (x) i& la féconde partie de la 
Méthode. 

A.-j* . (,+i«")' = (x) ^.4- »«"*■ ^,;'jrpl' 

— ^ .+' — ■ ^ —fs* <*«.«-)-**•> — 

Second tenne de l'inrJ|TaIe. 
( m -<- t -t- Bp •¥■ m) XI h •■-■l-l-f-» , 

f » +T)T( m ^—^ »-)'*«''* t "*' 

Trçlfiemc tenue de l'intigTalç. 
*-+-**-'} -h ("-^■ + "^^-1-C'" + ^-H^P-^^>.)xi 

-^ (»-t-iJ. C».-HH-»J .(m-Hi-t-i» '^ 

1' (. (M-t-i) . (m-t-i-l-»J 

**— V^rr^rTT— "^—A* rf*xa-4-*x" }— «ce; 

On peut continuer ces deux formules tant qu on voudra > 
les termes qu'on voie ici fuffifènt pour cela. On peut aufli 
abréger les coefficiens , en donnant à r & à f les mêmes 
valeurs qt» dans les deux formules de la première partie. 
Nous les avons laUI& ici tels que la féconde partie d6 
notre méthode les donne immédiatement 1 afin que les 
commençais vilTent clairement la formation de ces deux 
formules. . ... 
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Avant de faire voir l'ufage de ces formiiles » il efi né- 
.cefiaire de donner quelques notions préparatoires. 

potions préparatoires à Vapplication des formules 
de la Jeconde partie de la Méthode, 

LXXXIX. 

Nous avons déjà &it voir qu'une, difféientielle qui n'a 
une dif^en- qu'unc changeante pouvoît être regardée conime l'élément 
l'élément '^e de la quadrature d'une courbe ; c'eft pour cela que dans 
ou ^elaTeéS^ Is cas des deux dernières Formules on dit que l'intégrale 
cou^ '*''"* dépend de la quadrature d'une courbe > & que cette qua- 
drature étant fuppofée on a l'intégrale finie de la différen-r 
tielle. 

' Comme le cercle & les feftions coniques font les plus 
dinïre Zx fimplcs des courbcs , & qu'elles font plus ÊmilieieS} parce 
quw*^"*^"'" q^'ot* s'y eft plus, appliqué qu'aux autres', c'eft d'ordinaire 
applique. à iguj. quadrature ou à leur reâification , fuppofées con- 
nues } qu'on réduit les intégrales des différentielles qui ont 
pour intégrale quelques termes d'une intégrale exa^, £q 
pour dernier terme l'expreflion de la quadrature ou de la 
fe£Ufîcation d'une courbe. 

XC. 

WAi&7x> ^*^ formules (a) & (x) font connoître ' quelles font 
indiquent les les différentielles qui font dans ce cas , & ibnt trouver les 
qui font iaai intégrales de ces différentielles. Pour le concevoir claire^i 
ment , il &ut avoir bien préfens les élémens de la quadra- 
ture fie de la i:e£tificatioa des ferions çoni<jue$« . 
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Nous allons donnée ici une Table de ceux qui fe rap' Méiiiude 

p fur troovcf 

portent à notre formule générale ^»" dx . {a-t-i*") , ^"^ t&îonl' 
& la manleje de les trouver. Nous pounions renvoyer à '^«'"î^c»» 
^'autres livres oâ elle eft expliquée ; mais il &ra plus com- 
mode pour les ledeuis de l'avoir ici. 

X CI. 

Problème i. Trouver les élémens de la re£lification » '• Cmx de 
du cercle "& des ferions coniques. don. 

Solution. En nommant u l'arc de la courbe dont 
on cherche la longueur^ Ju. marquera chaque partie infi- 
niment petite de cette courbe ; fuppofant de plus dans les 
courbes dont lés ordonnées y font parallèles t qu'elles foienc 
aufli perpendiculaires aux coupées x > -il eft évident que 
chaque petit triangle dont du eft l'hypothenufe t dx 6c 
dy its côtés , eft toujours reitangle i par conféquent on a 
pour la reâifîcatîon du cercle 6c des fefUons coniques 
cette formule générale : 

du = ^dx* -\-dv' Formule 

cûfication. 

XCII. 

Lotfqu'on veut trouver la longueur d'une courbô ou \scap de 
d'une partie de cette courbe , il fyxt chercher par l'équa- ^rconfl^- 
tion donnée de la courbe la valeur âe 4y* en *, dxj dx%^ "^i ai- 
ou la valeur de dx' çn y f dy , dy* ^ lubftîtuer l'une, ou """'• 
l'autre de ces valeurs dans la formule , & alors elle fera 
changée en uae quantité qui n'auta qu'une feule inconnue 
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ii8 Traite' du Calcul ttrrB*aRAt. 
avec Tes différences , 6c qui fera égale à d». Ce fera 
l'équation de .la reâificatîon de la courbe : fi cette équa- 
tion eft intégrable , la courbe eft reâiiïable ; autrement 
elle nel'eft pas. Soit, par exemple, xx — tfa=a— ^ » 
équation aux diamètres conjugués de l'hyperbole > on a 
V = 1/^tLll^.llAl ) donc dy =s ,,' ' ^ ; </ y ' =m 

- . "Ji ' l^ • Donc mettant dans la formule pour dy* cette 
valeuV, on i du = dx}r {71^^ -h i } . C'eft l'é- 
quation pour la re£lifïcatioa de l'hyperbole. Il en eft ûnlî 
des autres. 

Pat cette règle on conftruît la Table fuivante. 

Table des élémens de la reBificadon du Cercle 
& de h Parabole. 

1*, En fûppofïuit le rajron du cercle =r & prenant l'oripne des coordon- 
rées * & > au centre du cercle , on a j» = K rr-xx ; donc 
du = rix, (rr-xx)~*' 

i.'. Enprenantroriginedescoordonnée$aul<)Ounet}Oli&>= Virx—xx% 
dore dw = rdx . {ifx-xx) ""■' 

j'. Dans ia Parabole on a, comme on le liûtt j ^ y fx i donc du a 

t 
On trouve les autres par la même méthode ; mais comme noui l'avonf 
déjà remarqué , nous ne mettons ici gue ceux gui fe rapportent à la 
formule générale des binômes. 

On pourroit Joindre à cette Table les élémens des arcs 
de cercle par les Tangentes & par les Sécantes que nous 
avons doonés dans l'Introduâtoii j Articles zli* & fuiyans» 
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XCIII. 

Problème 2. Trouver les élémens de la quadrature %; Ceux de 
du cercle Sx. des feaîons coniques. ^^l ^'"^- 

• Solution. On doit rapporter à deux cas la connoiC- g, ,. 
fance de l'aire des courbes. Le premier comprend celles ^'^ ^«m 
dont-ies ordonnées font parallèles ; on les fuppofe perpen- 
diculaires aux coupées , afin que les élémens de faire 
foienc de petits reâangles. hc fécond cas renferme les 
courbes dont les ordonnées partent d'un même point , Se 
leurs élémens Ibnt de petits triangles f dont chacun efi 
compris entre deux ordonnées infiniment proches , fie a 
pour bafe une partie infiniment- petite de la courbe. 

Il y a des cpurbes qui peuvent appartenir aux deux cas y 
comme font le £ercle> l'ellipfe fie plusieurs autres fembla- 
bles. Car en fuppofattt dans un demi cercle ôc dans une 
demie elUpfe les ordonnées infiniment proches perpendi- 
culaires à l'axe ,. les élémens feront des reâangles ; fie en 
concevant du centre dans le cercle 6c dans l'ellipfe des 
rayons infiniment proches terminés à la courbe ; fie encore 
dans l'ellipfe concevant d'un des foyers des rayons tirés 
à l'ellipfe } les élémens font de petits feâeurs. Cela pofé. 

Premier 'ca$. En nommant les coupées yf£,x , les i*. Coorbef 
etdofrnéss SC,^ V concevant une' autre ordonnée ^ r doon^ fo,^ 
Vifiniroent proche de BCr la différence Bè (dx) de l'abf- ?"""''"• 
ciffe fera la largeut dçCBèc qui cft l'élément de l'aire ^'^^ ^ 
■à.CUi roxdonaée y ^"'^^ bafô.ds ce petit xeàangle 
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Formule -^ pat conféûuent y (i * . Donc nommant l'aire entière 

ACBi £ , où aura dE sssydx. Ceft lafoimule pout le 

premier cas. 

1*. Courbe» Sccond cas. Suppofant que tous les rayons partent du 

Ênéw'pal- même point 5, les deux rayons BC, Bc étant tirés in- 

tcntdumcme fi„inient proches , formeront le petit triangle CBe qui eft 

l'dlément de l'aire de la courbe. Tirons du centre B avec le 
Figure ï- r> • • 

rayon BE un petit arc Cds^dz, qu on pourra prendre pour 

une petite perpendiculaire menée du fommet Ç fut la bafe 

£r,(r) du petit triangle CBcf il eft évident que Cd x 

^BC =s ^tdz fera l'expreffion du petit triangle CBci 

Formule nommant douc « l'aire entière, on. a (i,« ss^^tdz pouK 

wnd c" '^' la formule du fécond cas. 

U/age de ta première Formule d E = y d x , 

ur Hm ^*"^ ^^ moyen de Téquatïon de la courbe dont on cherche 

J*"^' 'X^ Faire, il faut prendre h valeur dey en* , ou celle de x 

u^ en ^ , fubftituer cette valeur dans la formule précédente f 

enforte qu'elle ne contienne qu'une feule inconnue avec 

fa différence. On aura alprs Télémerit de la courbe laquelle 

efl quarrable , R la différentielle qui exprime cet élémenJE 

efl intégrable. 

W^S' ^' la faconde Formule d* ^~.tdz. 

Si on prend l'ori gine de * 6c dt y , au point C ; ori 

aura B C ou / a» y.xx'^yy ; & i^ s => V^du*: — dtl ; 

'or du'' = ( Article xci. ) dx* -H dy*. ; donc rfz asa 

^4x * •'h'Jyf ^ 4t *;■, Donc mettant pour j» favaleuf en «*• 
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on aura h valeur de r , en x j celle ds dz çn dx » Ac 
celle d& ~ tdz, ca x àc en dx* 

XCIV. 

Par cette méthode oti conftruic la Table fulvante. 

Ta B tE des élémens de l'aire du Cercle & det 

S^Bions coniques , qui fi rapportent à la 

Formule g x dx . (a-f-bx . ) . 



CERCLE, 
Quand l'origine des co- 
ordonnées efl au centre du 
cercle. 
■ '. D'uK fagment de cercle 

dxÇrr- xx)^ . 

i". D'nn lêâeur de cercle 

rrdx .(rr-xx) 

Lor^ue l'origine des 
coordonnées eft au Ibmmet 
de l'axe. 
i°. D'unlègmentde cercle 

dx. {zrx~ xx)ï . 
4*. D'un ftâeur de cercle 
- rrd* .(_irx~xx)' 
I. 

TARABOLB. 
L'élément de l'aire de 
cette courbe e&dx. (fx) 
dont on fait (Art. ii. ) que 
rintégralo eft jy^*' 
Donc U Parabole eft juar- 
rable. 



ELLIPSE. 

: D'un feâettt d'Ëllipre 
les coordoiutéet ayant 
leur origine au fommet 
de l'axe* 

t~*dx.(%tifx-fxx)*. 

: D'ulireâeurd'Ellipiè 
les coordonnées ayant 
leur origine au centre 
de la courbe. 



HYPERBOLE. 
Lorfque l'origine det coordonnées eA au centre de 
la courbe. 
1°. D'un fègment d'hyperbole équilatere par rapport à 

fon ptcmier axe .... dx . {xx~àa)* , 
x". De la même par rapport à (ôb fécond axe. 

; ix . {xx-^aa)'. 

j'. D'un fcgment d'hyperbole non équilatere par rap- 
port au premier axe- ï«~» dx,(fxx~aaf)*. 
4'. De la même par rapport il fon fécond aie. 

,.,■... ift^'d* . ("*» -•-'rJi)r, 
5 °, D'un feâeui d'hyperbole équilatere pour le premier 

axe i4«d» . (x*--ifl) ~j. 

6". Par rapport au fécond axe . | aadx . { *t -f- ** ) ~ î" . 
7°. D'un feâenr d'hyperbole non éqnilatere pour le 

premier axe. . . «-laj»/*. (lapxx-Ki'f )~ï. 
S". Par rapport au fécond axe. 

.... ^èindx . (tb*it-t- xinxx)"'. 
9°. D'un quadrilatère hyperbolique par rapport i 

fafymptote . . . . . . dx . Cï±x)~^. 

Lorfque les coordonnées ont leur origine au fommet. 
io% D'un fegment hyperbolique, dx . / afx-hfxx y. 

11°. D'un fêâeur hyperbolique, adx . ( ax-t- 4** ) ~ ' 
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L'élément de la reûiffcation de h parabole eft, comme- 
on l'a vu dans la Table précédente , — vpx-^-^xx : 
multipliant haut & bas ceKe différentielle par y^px~^^xxt 

•CifiiHi-' -H-/ >"' . Or cette dermete -diBK- 

rentielie dépend de la quadrature d'un feûeut hyperbolique 
dans lequel les coordonnées ont leur origine au fommet i, 
donc la redification de la parabole Se la quadcatuce de 
l'hyperbole font U même chofe. 

xcv, 

ObferTatioii REMARQUE.. Ott remarquera dàns ce^ él^raéns pfa- 

ir&édcntcs!' ^urs fortes de différentielles : Içs unes qui n'ont 1* 

changeante x qu'au fécond terme du binôme fous le ligne ^ 

font toutes réduites à la difi^centielle générale gx*" dx r 

{a-^hx")^ ^ . , 

Les autres contiennent la changeante x j au premier 
terme de la grandeur fous le ligne , 6c ont befoin de pré* 
paratîon pour être ramenées à l'exprelHon générale ds 
notre formule; NotQ avons appris ( Article lxiv. ) à &ire^ 
pette préparation. 

Toutes ces chofes entendues , nous allons feîre voit- 
fofage des formules (a) & (x) pour connoître les diffé^- 
renûelles donc les intégrales deviennent finies en fuppofanc 
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]ps quadratures ou les reâifications des léâions coniques , 
& pour trouver ces Intégrales. 

Application des Formules (4) S (x) de la féconde 
partie de la Méthode. 

XCVI. 

Poux avoir la différentielle la plus (Impie dont l'intégrale i*. i>e l» 
dépend de la leâiHcatlon fuppofée d'un arc de cerclé , mar- 
■quée par {a) frdx x {rr — xx) ~j il faut fiippofer 
que dans la formule (a) {A) fgx"" àx .( j-(-*»")* '""'"^ 
«ft {x) frdx.{rr- — xx) "»; mettre au iieu de ^» tfi 
biTty p t leurs valeurs prifes de ( k) , fie ne laiflet d'Indé-r 
terminée que m, on auta(y*) = r«" 'dx. {rr — xx) ~i 
«< — a = o nous donnera m ^ a. Il faut mettre à pré: 
fent dans la difiérentielle générale gx''dx.(a-*-ix') > 
les valeurs de toutes les lettres indéterminées, fie on aur» 
frx*dx,{rr — xx) ~ pour la diiFérentielle lapins 
lîmple que donne la formule ( a ) dont l'intégrale dépend 
4e la reâificafion fuppofée /rj:°</x . (rr — xx) • . 

Pour trouver à préfent l'intégrale finie de la, différen- 
tielle rw' d*. (rr — aex)""*', il faut fnbfHtuer dans le 
terme ( i ) fie {A) de la formule (a) les valeurs des letttet 
indéterminées prifès de rx'dx . (rr — xx) »':^ = r., 
iw=««a, 'ffsaa , 4ssrr, *i= — 1 1 p=^ — Tî on a done 
frx'dx . (rr — **) ~ =«. — ir»'-(rr-r- ««)" -* 
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^rrfrix . {rr — xx) ~. C'eft l'intégrale de rx'rf* * 

(rr — **) — ', 

XCVIL 

s«on(t Pour avoir la différentielle plus compofée d'un diegré 

que la précédente > & dont l'intégrale finie dépend de la 
même reâification fuppolëe d'un- «c de ciiconférence > il 
faut fuppofet dans la formule [a) i^B), fgx^~^^ àx i 
(d-f-i*") ^^frx" dx . {rr — xx) "j & fâilânt les 
mêmes opérations que dans le précédent exemple > on 
trouvera que m = 4, & que la dïflKrentielle qui fuit la 
plus fimple ) dont l'intégrale Hnie dépend de la même 
reûification , eft rx*dx . {rr — xx) ~ ; effaçant le 
terme (A) de la formule ( a ) & mettant dans les termes 
il , 2 ^ 5 les valeurs des lettres indéterminées prifes de 
rx* dx (rr — **)"^^, on trouvera fans peine que ibn 
imégrale finie eft -^^ ^** 'i*"^ — **)" — ^ r^ x\ 
j[rr — »«)' r^{r* frdx .{rr — **) ^« 

XCVIII. 

Et en général, il eft évident, 1*. que fi on met dans 
gx dx.{rr — xx) ~ fucceflîvement 2, ^fS Se les 
autres nombres pairs pofitifs à la place de m , on aura: dé 
fuite toutes les différentielles que peut doiinet lit formulé 
('^)i dont les intégrales finies dépendent delà reâïfica- 
tion fuppofée donnée d'un ace de cixconféience marqué 
$ZTfrdx*{rrr~xx) ~» ■ \ 
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i*. Qu*ori aura l'intégrale de chacune en prenant autant 
cle termes d'intégrales de la formule (a) , que 2 Te trouve 
de fois dans le nàihbre j»irfqu*oA ^efttl ^.ur, tn , pVenant de 
plus le terme qui les fuît immédiatement 6c qui eft marqué 
par Tune dès lettres ^/B, flcc. avec fon coefficient ; 6c 
enfin fubftituant <^ns tous des termes les vaten|^-des indé- 
terminées) pr^sdans rx, _dx,.{rf. — jf») '•#oàauliea 
âe m oa aura mis le nombre pair donné. 

Ce fera la même cbofe j ' quand m = « 

X C X X» ' Ûon de la for- 

mule (X)... 

Si on vouloît , avec le Père R,eynçau , fc fervir de la . 
lèconde formule ( x ) de cette partie de la méthode , comme . 
on a &it de la première (4). j on tDouveroit; qp mettant 
fuccelHvement dans rx ■ dx. (rr — **). ~_f',^ lieu di? 
m les noo^xes pairs négatif —*3.y — ^y-^6) Çcc.t^iws^ 
les (fifférentielles que peut donner cette foi^ule ( 4 ) j 
& on ferolt porté à croire, comme le P. Reyjiesu l*a cru, 
que ces inté^les dépendroient de la ref^fication fuppofée 
donnée d'un arc de cercle exprimé pai:/r<J«.(rr — jfx)"~~.. 

Mais en fuivant cette méthode iàns reftriâioh ,' on D^utdeh 
courrôit tifque de tomber daiis Teireur. Nous allons &iie ue àe b mé- 
•qttel<pieçEé$exiQasquîap{iEehdcont:à;S*ep garantit; , deme,^'^ 



,y Google 



sa<f Tr/IITS^ du C4L.ÇUi |Nr8*'<3JÇrfW 



CHAPITRE VIIL 

Examen des dlfférenaelles qui , fuivam la féconde 
■ partie de la Méthode des Binômes , dépendent 
;. 'dé-là rtcUficatian i 6u- de la quadrature du Cercle: 



x" 4 « . ■. T A Méthode précédente nous laifle croire que les dif- 

^éra^t „„"^^ f^retitielles tepréfentées pat* dx.{rr — xx) ~> 

nombre pair jfj ^nt uti nombre pair pofitiif ou négatif, dépendent toutes 

«égrabie ab- de la rcaification fuppofée donnée d'un, arc de cercle. 

Cependant lorfque dans la quantité précédente m eft un 

nOrhbre paip négatif, ces dîffércntiéilcs ne dépendent point 

de la reâificàtioti' duterclè'j'mais elles (ont intégrables 

ûbfolument. 

Démonftra- ■ DÉ M."Pfeut le prouvcr , foît m = -^ 2/ (/ eift Un nomJ 

don de cette : : m __ 2l 

propofition. bre entier pofirif quelconque ) , on a ^* dx,(rr — ** ) < 
== - ;y^ ' " — : Je &is ïhivant la'tratisformaticn enfeignép 

' ' " (ÂBt.XLm.) * = ^; T'aurai dx =~-^ VT » "*• ^^ 



rr — tjc-x- = 



conféquent jon a —f^ 
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. I, p A R T I e, C H A p.- VUI. ' :i»7 
-abrolumeiu intégnble. Car en U tapporcant i h formule 
( + ), on a. ,,,»>>ss if—l 

donc - — - =/i or / eft un nombre entier poiitiff 'donc 
{ Arc Lxxiz.}' cette (juantit/é eft intégrable abfolument. 

CL 

On peut encQre s'en iiQutec adtretnent. Pour cela il n'y /„„ „,, 
i qu'i fe feci'it de notre première transformation, i ^ aJtlrer/ **" 
étant des coirflantes f nous pouvons les laifler un inflanc 
pour rendre le calcul plus fimple \ , Afin de faire fui 

_ la premterc* trans^rmation , je la prépare ainfî : 

u' du «*'~* 'il» m*^~' X uiu . p . ,p, 

= =» -rjs^isr-. ( on feotira auer 

ment refprit de cette .préparation). «en réfléchiiTant fur-les 
opérations que demande notrff première' transformation. ) 
Soit à préfent h» — rrasBZjz; on'a ï(k.=^ a}2 -4-r r ;; 
» ' '■''^ '' = ( ïï-t- rr)^" ^ & V^BB^.rr,— 2. D'ailleurs 
zijz=siiili>:'donc la traasfo'nnife eft (2z-t-rr)^"'ii^', 
qui eft aifémeot intégrable [»e la* règle, fondanlentale 
^ Art. XI.) en élevant zz-4-rr à la puiûimce/ — !> âc 
multipliant chaque terme pal i7.\ 

Cil. 

Mais afin qu'il ne tefte aucune difficulté fut cette pro^ Conimii' 
(ofitioa , nous allons conriBer ime cwittadiflion apparente tmg. °^^'' 
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qui pourroit embarraflec les commençans dans la pratiqua 

de la méthode précédente. ■ 

En effet Ci on jette les yeux fur la formule (y) de 
l'Att. Lxxv. on trouve l'intégrale de gx*" dx*(^a-hj>x'') 
exprimée en cette forte. 

fgx dx.\a-^bx) =■— _-x-J-* .(a-t-i* ) 

1^ — } 4/^* (/*.(dH-*;f ) — &C, 

Iiorfque ..»•*,. *,,.,,,,,,,«=rr, 

* = — i 
p s^ a. 

& .......,, i .,-..- m ^ ^ — 2/ 

qui eft le cas de notre différentielle — — -^^-— -»- cette 

* *^ yrr—xx -■ 

intégrale devient -celle-ci : /"- ^~ — - :?= — î — x ~ 

,Si /c= I , ce qui rend / ^' =« — ^^Êzizi 1« 

^quantité / f' — devient f / * qu» » commsi 

■nous 'l'avons vu , dépend ' de la reâification du cerele; 
L'intégrale «nùere de — ^'^* paroîc donc dépendre 

»* V rr-xf 

de cette reâification > de qui ferdt contraire à ce que noutf 

yenons de (Ure^ 

CIIï. 

■ Manière ...-..- ■ ^ 

coiSS ^^^ ^ ^^ obièrvei jju'aloïs le coefficient ^77— qu| 

multipUo 
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multiplie /--- ■ — devient «s o , de fa^on que toute 
cette quantité s'évanouît : on a donc l'intégrale complets 
de — ^ * ■ ■ exprimée en cette forte ^^ yrr — xx^ 

£n effet , fi on prend fuivant les règles ordinaires la 
différentielle de -^ V .rr — ** , on trouvera que c'eft 

précifément — ^-1 — , 

Ainfi cette quantité différentielle ne dépend point de 
la reâifîcation du cercle ., parce que les intégrales liées 

avec cette reâification , que l'intégrale de -L=:;.ir - 

paroît renfermer > font multipliées par un coefficient qut ell 
égal à zéro ; elles dtfpatoiffent par conféquent dans cette 
intégrale qui refie finie , exafte & îndépendaote de la rcâi- 
fication du cercle. 

CI y. 

Si on fe fert de la méthode précédente du P. Reyneau Btamen i*. 
pout trouver les quantités différentielles qui fe rapportent ^ui fe tTippor- 
à la quadrature du cercle exprimée par fdx V^ rr — xxt "ature^jr" 
on 'trouvera fans peine que toutes les quantités x*" dx mée'pa"^"* 
}^rr — xx , fie ^* 7"" , dans lefquelles m eft un /'*'^"-«*' 
nombre entier pofltif, fe rapportent à cette quadrature. 
Examinons les cas dans lefquels cette méthode nous ïn- 
duiroît en erreur. 

j*". Pour les quantités x''' dx Vrr — xx, H n'y a aucune 
difficulté. Car on a *" (^* ï^ rr — xx = lll^^Ml^ZJtX 

R 
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« -■ - : ■ — -, dont les deux parties dépendent 

de U reâifîcatton OU de la quadrature du cercle (Àrt.xcviii.) 

- , ,,, 1 , . , dxVrr~xx dxVrr-xx 

a", A regard des quantités ;; , on a ■ ;; — - 

= 'JLllf^ = ."il_ - i l dont U 

première partie eft întégrable abfolument , ainii que nous 
l'avons prouvé ( Art. c, ) fie la féconde partie Teft auflî «, 
à moins que m ne foit = 2 , auquel cas elle devient 
■ , , , , "■ qui dépend de la quadrature du cercle. D'où il 

V tr-xn ^ ^ ^^ ____ 

fuit que de toutes les quantités — — -^ ■- "' ■■ * il n'y a que 



la feule différentielle x~^ dx y rr — ** dont l'intégration 
dépende de la quadrature du cercle ; toutes les autres font 
abfolument întégrables. 

C V. 

t^.TiaJiSî^ Suivant la même méthode fi on cherche les quantité 

rendeUet dé- 1111' 

Bcnaantei de dont l'intégration eft liée avec la quadrature du cercle cx^-^ 

h quadrature . , ^ dx 

ju cercle ex- primée faïf— , on trouvera: 

primée par Vax~xx /M-i . 

f—£^ J-**- Que les quantités ' — -— ^ fe rapportent à cette 
^ y^m-Mx' y*-x 

quadrature , fî / eft un nombre entier poûtif. £n effet » 

fi on prend ~ = « , on aura après les fubftïtutions fie 

, / . ' ,. . .'-<-* i/ ■..-^-^■i . K7 
transformations ordinaires ■ - = —r-r — ;:=: ^ — -— - 

*^ )''. — qui dépend de la quadrature du cercle 



(Aiticviu.), 
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a^ On croiroit aufli à la première vue f que les difFé- 
lemielles ^^^ ' _ - dépendent de cette quadrature. . 

Mais fi on rapporte ces quantités avec la difiétentiellq 
générale gx" dx .(»■+•*»") , on trouvera 

I» 5="" 1 
/> =— f 

Donc ^^—t =- /-t-7— ' -^-f"-/- 

f 

Mais / eft ici un nombre entier pofiti£ Or par la formula 
(") quand —^ — /? eft égal à un nombre entier pofitif» 
la difiërentielle eft abfolument intégrable. Donc les quan- 
tités '- nr - i — paroifiènt en mêm6 temps intégrable$ 

èc dépendantes de la quadrature du cercle. 

Pour lever cette contradiâion , Ibît x = — , on a soiodoif 

f * f d'une contia-J 

d * **<l* „ J ^1 V * » « i* diâion apMi 

jr-'^'Ka-* * ,*'^' K44-XX « 'Kfl«-«« 

quantité que nous venons de démontret ( Art* c. ) être 
abfiïluiiieot intégrable. 

cvr. 

Il y a encore quelques différentielles qui fe rapportent j'.Deidif. 

«* ■■ j «T» t rras . fi^rendellet 

à la quadrature du cercle. Par exemple , — • eft dont rimé- 

xV xx-TT grale dépend 

l'élément d'un arc de cercle dont r eft le jayoa fie * la « ia quaara- 

lure du cercla 
lecante. exprimée fxt 

En fuivant toujours la méthode du P. Reyneau on trou- / j;;^^— , 
ïcioit que les quantités ;^^^ «C \m ^^* dans 
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Jefquelles m eft un nombre impait pofitïf , fc rapportent 
à U différenùelle — j^-. :-.r & dépendent par conféquent 
ide la quadrature du cercle* 

1*, Les quantités - l ^l — j lotlque m eft un nombre 
impair pofitif > font abfolument intégrables par la formule 
(-J-) de la premiece .pajrtie 4^ la méthode -y puifque dans 

ce cas eft jégal à un- nombre entier pofitif. 

, a-". Pouf ce qui regarde les quanfiçé^ - . ^ . . - 

Ibic *=*= — , or 



^- - ^ ~ - \ J- ^ ' * différentielle qui" dépend (Ajt. xcyii.Ji 
4e la quadrature du cercle , à caufe que m — i: eft- un 
nombre pair pofiii£ 

. CVXI;- . 

4\ iÇnfin On trouveroît enfin oué les différentielles ''" ^^ .-ET 

Ati diffiren- . ^^ r7+~^ 

£!" ^f^ll ^-,^^'_^^^ ' ^^ Icfquelles w eft un nombre pair pofitif^ 

«^"'SJii- ^ rapportent à la différentielle ~rr; ^« *'«" peur voir' 

"'^.P" (Probl, 2. Art. xciii. ) être l'éWment d'un arc de cercle 

"■-*-'-* dont r eft le rayon & * la tangente. Mais on peut encore 

s'affùrer d'une autre manière , que ces quantités dépendent . 

de la quadrature du cercle. ' 

1°. Pour réduire les quantités — — ~ à la quadrature du 
cercle, je Éiis rr-+- ** = 2;z> fie j'ai après les fubflitu-' 
rions: ordinaires ■^~~ =** <««- rr)» » j , ^^. j^^^^^^ 
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évidemment de la quadrature du cercle. Car folt j pac 

exemple- , m :^ a , 



(ar-rr)» xix 



z * V zz-rr V zz^ry 

.— T V . ■ ' ■_.. dont la première partie s'intègre tput de fuite 

« K « « - r r 

par la règle fondamentale , fon intégrale étant ^^zz — rr, 
& dont la féconde partie dépend de la quadrature dû 
cercle , -aïhti que nous venons de le voir dans Particle 
prdcé^énr. " .• ■ 

a°. A l'éeard des quantités ■ ■ « "- ' ' ■■ , lï on fait — *■ 
■£=£, après avoir pratiqué les diiférentes fbbftitutions quâ 
donne cette transformation , on les cliangerîien ~^^ ^^ > 
qui. dépend. dé la quadrature du cerclé, comme onyienç- 
de le cemacquer. 

■ -C'viii; .' \ 

C o R. o i;fc AI R.E T. • De tput ce qut obus Vcnctisde dire Reflexion 
dans les articles précédens , il s'enfuit qu'il ne faut em- f^^'iSe 
ployer la féconde partie de h méthode des binômes qu'avec f^re^de*)." 
IfdédatfwJifc ïLoifqe* (Jeote, méthode .donne quclqties diflfé- «"'pr^wde-- 
xentielles qui le rapportent à la. qua^turç ou à laieâîiï- 
cation d'une courbe ,. pour safTur» qu'elle n'induit point- 
ep erreur» il faut comparer la différentielle propofée avec: 
Içs; formules (+) fit (w). dç Ja première partie de cette; 
Qiême méthode,. âc voitipac le moyen des remarques qup- 
nous venons de. faire j fi fon intëgcale^ prife en' fuivant. 
ces formules n'eft pas finie & exa^e. On remarquera auHI 
la grande âcilitéque donnentfout toutes ces opécationSM 
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les crans&tmadons que nous avons détaillées dans le Cha- 
pitre fécond , par l'uûige continuel que nous en avons fait 
dans celui-ci. Il eft bon d'obferver encore la manière dont 
quelquefois nous préparons les quantités pout démêler plus 
aifément ce quelles font» ôc les rendre plus fufcepttbles 
du calcul. 

C I X. 

Corollaire!. Il n*eil pas difficile d^appUquer la 
théorie précédente aux différentielles qui fùppolent.la qua- 
drature ou la re£li6cation de l'hyperbole ou des autres 
feâions coniques. Nous verrons plus bas en parlant des 
différentielles logarithmiques & exponentielles , & des 
frayions rationelles, d'autres différentielles qui dépendent 
de la quadrature du cercle ôc de l'hyperbole. Nous traite- 
rons aufll féparément des différentielles qui fe rapportent 
à la teâiâcatioA de rellipfe & de Thyperbole. 

C X, 

CoftOLLAiRG ). La diflFérentïeHe * ''" dépend de 
■^^ t I étant un nombre entier pofîtif ou négatifl Cette 
propofition peut fe prouver de la même manière que les 
précédentes. Mais nous ne nous arrêterons pas à développer 
ici ce cas qui dépend de la quadrature 4e l'hyperbole* 
Nous le traiterons plus bas à l'article des fia£|tions ratior 
nelles. Paflbns aux différentielles trinômes. 
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CHAPITRE IX 

Application de la Méthode des Binômes aux dif?- 

remielles trinômes repréfentées par la formule 

gx dx . (a-t-bx ^cx ) ou 

gx"*"Mx . (c + bx-' + ax-");'. 

■CXI.; .. 

S Oit d'abord pris la première forme Je îa formule dans i"; Pourlef 
laquelle les expcrfans de la changeante fous le figne qd 7'imc-** 
font pofitifs , on fe conduira à peu près de la même façon fwaxml "' 
que pour les bint^nes. Oa mulppUeca la partie ho^ di} te pncHi 
figne par «*> & dn divifent par la même (^antité la ^ m^^^ 
partie fous le ligne : eettc optoion donnera gtt'" dx ;^^^^^^'«»- 

tn-2. ' . ' 

ex /. ) r Enfuite Toa déterminera la valeur de ^ , en 
fuppofant m-+-f=: 2_.— i & non pas m H- ^ := 

a» \ I, ni mH-^»=» — -^ i . Car ces deux 

" . t ■ t 

dernières fuppoHtionspopnoient former quelque embarrasi> 

.Celle de m -t- ^ =s* — -|- -p ,1 dotine ^ =s -XT»* 

fie fubAituant cette valeur de ^ dans l'équation précédente » 

elle devient^* dx . {a-^èx" -^cx*") =:^«ï'+» dx».' 
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*» + ! w»H-iip-t-«:fi 

A préfenc je fappofe ks=« a*f-*-»-ï-i* /-t-« 

m-»->iiy-«-«-t-i 
rh» ex ■?•*-' , je prends les valeurs de 2 ' , de 
/f «, &c. je fais les mêmes fubAîtiKions que dans les bino- 
ines , ôc je trouve d'abord : Yttaùtt wnne de 

l'iniégrale. 

■ • . î 

;r:pi } X — /j?* ^*> {^^bx^cx ) . 

Or dans cette expreflion j'ai déjà le premier, tecme dé 
la ferîe qui ell la formule générale de l'intégrale des 
.(KfFétentielles trinômes : j'ai de plus le moyen- de ttouvex 
.de fuite tous les autres termes par de timplés fùbftitutions. 

CXfL 

Ainfi fi je veux avoir le ièeond terme., je fubflîtue 
dans le premier terme m -t- n à la place de m dans A Ce 
dans B Se leurs coefïîcîens : il me vient par ces fubfiitu- 
tlons trois quantités que je niiultiplie par le coefficient de A , 
Cette opération me'donnè Te fécond terme de l'intégrale. 

Second terme de l'inxégraU. 
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D 

CXIII. 

Je pafTe au tcoineme tecme. Pour le trouver je n'ed 
î&is qu'un ièul de fi & de C, en réduifànt le cpefficienc 
de B aa dénominateur de C , ce qui donnera 

{ ( m -i-i-t-i nf -j-tn) , (w-t-i-t-w ) ^ < f ^ 
(m-*-iJ.x(»i-l-i-i-ii) s s 

E 

(M-j-i). tm-fr-i-t-nj '^ 4« / '^Vi* 

y* X (a-hi*" -4- «■«'") • Je fubffitne maintenattf 
dans le ptemiec terme dans ^ fie B^ m^^'^n à la place 
de m dans les expofans & les coefficîens : puis je multiplie 
les trois quantités que cette opération me donne par lo 
coefficient de £ ; on aura en nomoiant pour abréger k 
le coefficient de £^ 

Tioiiîeine terme de l'iiMé^rale. 
*' \ ^ ' L- -.- ■>— X gJf X («-+-** -4-f* ) 

(»•+-{*"■+-£*'") ,8c ainfi do fuite pour le (]uauiei»e| 
cinquième , Sic. termes de cett» ferie, 

S 
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j^S Traite* du Çalcui xurt^aiLAii 

CXIV. 

,„ La mêoie méthode ppus donnera une formule pour la 
féconde forme' "de la formule' des difFcrenti elles trinômes 
dans laquelle les expofans de « font négatifs* 

C X V. 

1°. Pour les Nous avoQS VU Comment on trouvoit les intégrales Jé$ 
t'nnom^^dl- différentielles binômes qui dépendent de la quadrature ou- 
Fa'qSawrl "^^ la. re£lification des fedions coniques ; on trouvera par 
ficadon les" ^^ i"'^«^ méthode I«s. intégrales des différentielles trinômes 
auM^"^""*" i^i-.p^uvent auflis'yrapporter* Nous ne nous y arrêterons 
pas ici.' N6us' nous coritenterons d'obferver que de même 
que l'intégrale d'une différentielle binôme fe trouve en 
fuppofant'.cclled'unc' diffërentielle du même ordre t l'in- 
tégrale d'une trinôme iè trouvera en fuppofant celle de 
deux; l'intégrale. d'une qUatrinorae fe trouvera en fuppo-r 
&nt celle de trois , àc ainfi de fuite. 

CXVI. 

On fôcmerorc de mêtne' des formules pour les dîfféien-i 
tielles qui ont quatre , cinq , &c. tant de termes qu'on 
vaudra ayec les conditions précédentes. Les leâeurs iont* 
à préfent en état de les former eux-mêmes i ils n'auronc 
4'auo;e difficulté à eâbyer que la longueur du calcul. 



^ 
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CHAPITRE X. 

Règles du Calcul intégral des fraSions rationellesi 

ex VII. 

A Vaut d'entrer dans la théorie du Calcul intégral de9 
frayions rationeiles , il faut fe rappeller ce que nous 
avons trouvé { Introduaion Art. Xïill.) . que la différence i^tgU g», 
du logarithme d'une quantité , eft la différentielle de cette ^J^, ^ 
quantité , divifée par la quantité même : d'où il fuit que S«„,ilî! 
rimégrale d'une différentielle hgarithmi^ae , ejl le logarithme ''| ^pMu 
Âe la quantité qui la divife. 

Ainf. l'intégrale âe ^ eCt lx-\- F; te fi cette intégrale Applicatio» 
devient nulle , lorfque * eft égale à une quantité cqn- j,/" '""" 
, Santé, a pat eiemple, onmalx=ila, ioacP= — la, 
Donc alors/— =/« — la = l — - 

En fuivaht la même règle on trouvera y*^-^ = — 
<« = (Art.iv.)/^ &/-j^^ = _v7tî:ï=/j-L^^ 

C X V 1 1 1. 

En général tontes les féis qus le numérateui d'une fra- 
£Uon eft la différentielle même du dénominateur, ou mul- . 

tiple ou fous-multiple de cette, différentielle , l'intégrale 
fera le logarithme du dénominj^ut ou un multiple pu un- 
■fcds-multiplé. • ~ 

•: sir ■ " 
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1^0 TR^tTBf DU Cjibcoi isTn'aijc. 

Ainli l'intégrale de ~" * eft / {aa^xx) i celld 
de *'•"!' eft ' («•-+-*■)• De même /-ll£f-.= 
a/(i)d-4-**>, c'eft-à-ditc = /(«a-+^**)'./-îii-=3 

f /(«a-f-»*) ou /(atf-f.**-)*. Enfin/ è-:^^—li=» 

4" i jf" 

± ^ '(*''±*'*)=*±^(«''±*")"- 

CXIX. 

Adfijtionde AVERTISSEMENT. On doit fe fouvenîr qu'en înté^ 

powTompU- grant les différentielles logarithmiques , il faut quelquefois 

•er 1 intégra- ^jq^^^ y^g cooftante à l'intégrale trouvée pour la rendre 

complette. Cette confiante fe déterminera par la méthode. 

que nous avons donné ( Cbap. III. ) pour, les différentielles 

oxdinaîres. 

CXX^ 

s c M ox I E. n y- a des cas dans lefquels l'intégrale de» 
^ différentielles logarithmiques ne fe ptéfente pas aufU faci- 
lement, que. celle des précédentes. : fouvent même on a 
befoin d'art fie de préparation pour reconnoître qu'une dif^ 
fôrentielle eft logarithmique. Nous allons traiter de ces cas 
en donnant les méthodes par lefquelles on intègre les fi:a> 
Ûions ratiônelles.. 

cxxr. 

•d« Sont ®n entend par fraaion rationellé', celle dont le numéro 

aadoneiici. ^teur ôc le dénominateur font dès quantités fans radicaux» 

Telles font , par exemple , celles r ci' "irriçrzniÇTZ >i 

hdx -j-cxdK 
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GXXIÎ. 

Les plus fîmpies des frayions rationelles font celles dont 
le déhominateut efi x , enfuîte celles dont le dénominateut 
•eft x-^-a: nous avons vu plus haut comment on les intii- 
groit ; enfin celles dont le dénominateur eft x k -\-fx H-^ > 
ibît que les racines foient réelles ou imaginaires > ou ea 
partie réelles 6c en partie imaginaires. Nous donnerons' 
dans la. fuite des méthodes pour intégrer ces -dernières.- 

€ XX lit 

La dîfîiculté le. réduit aux cas où la plus haute puiHânce.' 
du numérateur eft moindre que celle du dénominateur i- 
car lorfqiie Texpofant eftplus petit dans le dénominateur^ 
on peut £iîre. la dlvilîon jufqua ce qu'on foit arrivé à un , 

xefte qui foit dans le premier cas. 

£n liippolànt cette divifion faite > foit ce leflè repréfenté* 
■p3x ~dxy M. Bernoulli a donné dans les Mémoires 
<fc l'Académie 1702 , p. aSp , une méthode pour intégrer 
Ces fradions rationelles. Nous allons d'abord la rapporter . _Expo(îtio[i 
telle que nous l'a donnée ce grand Géomètre. Nous ajou- de Aï, Ber- 

_ .. . rt * rt- . 1 11 • I I noull» potit 

ferons enfuite ce qui eft néceuaire pour qu elle ait la plus Us iaségtei, 
grande généralité poflible. 1 

exxiv. 

Problème i. Intégrer lès différentielles -^ dx dans Jef- 
fjuelies^ fie ^ expriment des quantités rationelles compofée» 
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i4a Traite' du Calcul jste^graù 
comme on voudra d'une feule variable x & de conftantcs; 
ou du moins les réduire à la quadrature de l'hyperbole ou 
du cercle > l'un ou l'autre étant toujours podible. 

Solution. Soit p divifé pat ^ , jufqu'à ce qu'oa 
foit arrivé à un refte plus petit que q ; cette opération 
réduit la différentielle en deux parties , dont la première 
fera le quotient commenfurable venu de la divifion , Ôc 
la féconde fera le refte de la divifion, chacune multipliée 
par dx. Il eft évident qu'on peut toujours trouver l'in- 
tégrale de la première partie , puifque ce quotient ne 
contiendra dans fes différens termes que des puiflances de 
X fans aucune fra£lion. Il ne s'agit donc que de trouver 
l'intégrale du refte qu'on fuppofe repréfenté par — (i* 
( Cl r àc q avoicnt quelque divifeur commun , il faudroit 
pour abréger les divifer par ce divifeur. ) 

e fuppofe y */* = .-:5r^ -+- rï:^ ■+- .-^^ H- &c. 
c'eft-à-dire, ~dx égale à autant de difTérentielles loga- 
rithmiques que la plus grande dimejifion de * dans q a 
d'unités; a, i» f, de même que /, ^ , hj font des con- 
fiantes indéterminées , telles que *-4-/, x-\~^, .v-h/i 6cc, 
foient les racines du dénominateur. 

Pour avoir les valeurs de ces conftantes indéterminées^ 
il faut réduire la fomme -^-A-h ---4-~v à un dcno- 
minateur commun le plus petit qu'il foit portible , & if 
eft évident que la plus haute dîmenfion de x fera la même 
dans le dénominateur de cette fomme & dans ^ ; & fi la 
plus haute dimenfion de x dans le numérateur furpaffoii;, 
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celle de X dans r , il faudroic fuppofcr les termes qui 
manquent dans r chaciins multipliés par zéro. Par cette 
opération le numérateur ôc le dénominateur de la fommc 
auront le m<ïme nombre de termes que ~ dx. Cela fait, 
il faut égaler entr'eux les termes correfpondans taut des 
numérateurs que des dénominateurs de la propofée & de 
la fomme , ce qui donnera autant d'équations qu'il y a de 
coefHciens indéterminés ajù, &c. Car pour les coeffi- 
ciens ftgffi, ils feront connus en remarquant que ces 
coefficiens font les racines du dénominateur» ôc en déter- 
minant ces racines à l'ordinaire par les règles que donne 
la Géométrie pour réfoudre les équations : nous en parle- 
rons même plus au long dans la fuite. A préfent il faut 
fubftituer ces valeurs à la place des indéterminées dans 
^—^~, H- — — -+- &c. & elles deviendront les difFéren- 
tielles logarithmiques dont on a befotn. 

On fait (Art. cxvu.) que — ^H — t ^ font 

les différentielles des logarithmes de >r-f-y, x-hgt a-hA, 

H- / (X-Y-h) . Donc/;4,^-h Ml H- ii^^ = ^ X / :c-+./ 
ri- i X / a; -H^ ■+• cy. l x-\-h = { Art. vil. Introduit. ) 
J *■-+-/ -4- l x-\-g -+- / *-+-A . Donc parce que la 
fomme des logarithmes de plufieucs grandeurs eft égale au 
feul logarithme du produit de ces grandeurs , on,a f— d x. 
== l{x-\~f X x-^g X *-+-* ) t 
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cxxv. 

Corollaire. On voit par-là comment les équations 
différentielles ratïonelles , ou qui par les transformations du 
Chap. III. peuvent devenir rationelles , fe réduifent à des 
équations exponentielles Se quelquefois purement algébn- 
ques. En effet fi on fùppofe — ■=:—, équation dont cha- 
que membre efl une différentielle femblable à celle dont on 
vient d'enfeignet à ttouvet l'intégrale , mais dont le pre- 
mier ne contient que la changeante x j & le fécond la 
changeante ^ j on peut en trouvant lUntégràle de chaque 
membre par la méthode précédente , réduire cette équa- 
tion en une autre purement logarithmique. En effet , foie 
pris X SaY pour ce que les quotiens qui réfultent de la 
divifion de s par t , Ôc de <r par • > ont d'abfolument intér 
grable , c'efl-à-dîre pour les intégrales de ce que ces 
quotiens ont d'abfolu & fans fra£lion , on aura en fuivanc 
ce qui eft dit ci-deftus , ^ -+- / x-i-f x x-i-g x i-HA 
^Y-\-ly-+-<f x^-t-i' xj-h* &c. Si on prend à 
préfent l'unité par laquelle on conçoit que X àc Y font 
multipliés , pour un logarithme confiante in , la réduflion 

des logarithmes aux puiûànces donnera (Art. 2pSc 30 In- 

y 4 

troduaion) cette équation exponentielle n x *+/ >< 

K-^g K XH-A = » X y-hf X y-+-Y X y-h*- qui 

-efl l'équation exponentielle à laquelle fe réduit la propofée. 

Or cette équation peut quelquefois devenir purement 

algébrique f 
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àlg&rique i pat exemple > lorfque X àcY ibnt nuls > & quo 
a,é , c, auffi-bien que a, e., « font commenfùraUes. 

CXXVI. 

Voilà la méthode telle que nous l'a donné M. BernoutU. Exameti de 
A examiner cette méthode en dle-même, on voit qu'elle J^ jï^^- 
n'apprend à intégrer les ftaflions rationelies qu'en les rédui- "*■""*• 
iànt à des logarithmes réels ou imaginaires. Or il eft évident 
qull doit y avoir une infinité de fraâions rationelies djfië- inÈma ds 
rentielles qui font intégrables abfolument, d'autres qni font ^^ «*™»' 
en partie intégrables abfolument, fie en {>artie intégrables pat 
logarithmes. £n effet , prenez une fcaâion rationelle finie 
telle que j^ , fa difiérentielle ,~^ây ^^ intégrable abfo- 
lument. De même foît prife la différence 'de — h 

— --» dlf». 



rentielle en partie întégrable abfolument fie en partie ia- 
cégrable pat logarithmes. 

D'où l'on voit en général qu'il peut y avoir plufieurs 
cas qui ne (àuroient 6tie léfolus par la méthode -de M. 
Bernoulli , au moins fi on l'employé de la &^on que cet 
illufire Géomètre l'a prefcrit. Pour mieux nous en con- 
vaincre > fie fuppléer en même temps à ce qui lui manque « 
&ifons la renaarque fuîvante. 

CXXVIL 

Troif cat 
n , . , .~ , ^ diftingUCT 

Remarque. Il faut diumguer trois cas dans 1 intégration dam l'utj. 
ide toute fiia^on- lationcUç. Car le dénominateuc de la ^ou n-. 

rp ooneUei. 
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iraâion racioneUe peut avoir fes lacines toutes réelles oa 
toutes ima^naires , ou en partie réelles 6c en partie ima* 
ginaires. Examinons ces trois cas fépaiément. 

CXXVIII- 
Premier cat Dans le premiet cas > lorfque le dénotninateur a fes nv 

où le dcno- . * 

minateuraret cioes toutes reellcs , elies peuvent être toutes égales, ou 

léeiici. toutes inégales > ou en partie égales fie en partie inégales^ 

,. Racine, i"* Lorfqu elles font toutes égales, pat exemple > quand 

j^ciies iga- on a , ''* ■■■. . = , r^^; r , fuivaut la méthode pré- 

cédente , on fera -, ^^r ==* — — - -*" -^— - » en réduifant 

' {x-i-a)' jt-t-4 x-i-a ' 

les deux membres de cette équation au même dénomina- 
Tnconvénien. tcuf, ona -JjL- =^ ^"''^'^ 'f' ^ (m-^-n) X y 'J;.T * 

dehmMo-^ ■ U-H-J* (*-1-«)' ^ ■' (' + <.) 

dedcM.Bcr- Uonc en comparant les termes correlpondans , m-+-« = o 

noulli dans b . • y j- 

secai. ocmj-+-na^i>ce qui fe contredit. 

On trouveroit la même contradîâion H on repréfentoic 
les racines égales par «"' , ou par (*-l-a)'". Il cfi donc 
évident que la méthode de M. BeinoalU ne peut fetvir j. 
lorfque les racines du numérateur font toutes réelles & 
égales. Il efi aifé d'en fubâîtuer une autre. 

CXXIX. 

Car de ce que nous avons dit { Art. vu. ) il fuît que 
lorfque le dénominateur de la fraâion efi Hmplement x "'% 
la firaâion a une intégrale exa£te > & de même lorfque 
ce dénominateur efi (x-f-ji)'"> on en trouve aifément 
l'intégration exaâe par notre première transformation ;. à 
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ttooins que dans l'un & l'autre cas la plus haute puifTance 
de X dans le numérateur ne fut m — i : car alors il y auroîc 
une partie de la fraâion ïncégrable par logarithmes. Quel- 
quefois même la ftaâion entière feroit intégrable par Ic^a* 
tithmcs , comme '"'* + **^^' + ■""^* quj fe réduit ^ 

«ette difi&entielle logarithmique ~^ . 

cxxx. 

a°. Lorfque les racines du dénominateur toat toutes i>. Raàne« 
téelles inégales y qui nous alTurera que la méthode précé- les. "* ^ 
dente ne donne pas la même contradiûion que ci-delTus i 
Il &ut donc avoir recours à une autre méthode poux ne 
pas marcher en tâtonnant. 

CXXXI. 

3". Soit propofé d'intégrer ^.^'_^.„y fuirant la mé- tdânl^^ 
thode de M. BernoulH on fuppofera — — ~ — ^ ^—^ -4- «" paràc iné-; 

X — rïj » ^^ *l"^ donnera- en comparant enfemble 
les deux membres de cette équation : 

fxx '^-fax / \ -fxx '^fax / 

4-^x* -^gax V ^ I . Donc J -^-gxx -\-gax > — i =:: ; 
-+- hxx y /H- hxx \ 

d'où l'on tire 1*. fxx -+- gxx H- A** = o , c'eft-à-dire 
/-+-^-l-A=o; 3.\ fax -^ gax ^ o t c'eft-à-dîrc 
f-¥-g «a o ; 3°. — 1^0, ce qui eft abfurde. On trou- jç^m, b„! 
vera la même difficulté fi on veut intégrer pat la méthode "^rë"' dSfc^ 
4e M. BernouïU j-r— — ^. Voilà donc le même "^"^ ^ 
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' inconvénient que dans le cas des cactnes réelles toutei 

égales» 

cxxxir. 

Nous allons^ &ire voir d'abord qae dans lé cas dés racines 
réelles toutes inégales , îl efi toujours poflîble de trouver 
chaque coefficient i nous ferons voir enfuite ce qu'il feue 
ftire dans le cas des racines réelles t en partie égales , & en 
partie inégales, &enBn nous donnerons la méthode pour 
[ trouvée l<es coeûiciens des numérateurs dans tous les cas». 

GXXXIJL 

Expoïïtiûn Frobleme 2. Intégrer une fi;a£tion rationelle difi'^ 
méthode pour renttelle donc le dénominateur a- toutes fes racines réelles- 

le cas <Iei ra- •■ t- t 

«net réeUw «négales. 

"**^ Solution. Soit n"" ""^ • 1 'r ' ' ^ '^^' ' . 

la firaâion donc on cherche l'intégrale. (La quantité m 
mife ici ôc aill&urs encre deux parenchefes , au bouc du 
dénominaceur, marque l'expelànc de la dimenfiondu déno- 
minateur ou le nombre, de fes racine). En fuppofant 
*-+-(ï s=y , on a * =jf — a : mectanc à la place de x' 
fa valeur , on aura la transformée fuivante y 

<r'-''~' • ' -*-f)'^f , dans laquelle 

on remarquera qu'aucun des divifeur& du dénominateuo 
excepté le premier , ne peut fe réduire ^ y , pulfque pat 
ïhypothefe a,i,c,f, font des quantités différentes^ 
Zç^ remarque maintenant que la cransformée. 
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<fr-' . . . . . ■ . ■ •^fMr ^ 

' (P>"'"~' ■ . , . . -f-g) Jy ^ 

Le premier membre de cette quantité a déjà, comme on 
voit , un iââeur de moins ^fon dénominateur. Pour mettre 
le fécond membre dans le même cas je fais -^ s» u^ fit 
ce fécond^ membre devient 



(b-M) . (e~a) , (e-A) gLC. 



GXXXIV^ 

n eft donc évident que par cette méthode on -transforme-' 
la différentielle donnée en deux autres dont le dénomina- 
teur de chacune a un exgofant moindre d'une unité que- 
celui de la fra£Uon propofée> & qu ainfi pour iiuégrex une- 
fra£lion rationeUe quelconque dont lés faâeurs du déno-- 
minatem: fi>nt des qyantités réelles &. iné^es > il ne £iuc' 
que favoir intégrer lafta£Uon précédente y c'eft'à-dire celle, 
dont le dénominateur a unedimenfîon ôc p0t conféquent 
un fadeur de moins î allant toujpurs ùnfî en remontant de; 
£;a£Uon en fraûion , il eft vifîble qu'on réduira l'intégration' 
j^uae fraûioaxatioaeUç quelconque dont le dénonûnateuc: 
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i;o Traitz* du Calcul integsau 
a fes aciaea téeiles fie inégales , à celle de la (ra£i!on 
fimple ^^ . Donc puifque cette différentielle eft une 
différentielle logatiihmique , il s'enfuit que toute fraâion 
lationelle dont le dénominateur n'a que des racines réelles 
& inégales peut toujours être intégrée par logarithmes. 

C X X X V. 

Corollaire. Par la méthode que nous venons 
d'expofet dans le Problême précédent , il eft clait que 
l'intégration de -^^-^ donne très-protnptement celle d« 

f-''-<-r^' , celle-ci donne' de même celle' de 

(*+•«).{«+•*).(»+■£) ï 

ce moyen une table pour l'intégration de toutes les fra£lions 
rationelles dont le dénominateur a Tes lacines réelles ôc 
inégales. 

Pour intégrer une fraâion tationelle particulière la mé- 
thode de M. Bernoulli paroîtra plus courte , mais celle 
que nous expofons ici a deux ufàges : i". elle donne très- 
promptement une table qui dans ïe befoin feroit très- 
cbmmode ; 2**. on peut j ce femble , par fon moyen dé-: 
montrer très- clairement la méthode de M. Bernoulli. 

Effedivement nous avons déjà vu que toutes les fraâions 
rationelles dont le dénominateur a fcs racines réelles flC 
inégales font intégrables par logarithmes ; mais il reiîe à 
prouver que ces fraûions peuvent être réduites en autant 
de différentielles logarithmiques que leur dénominateuC 
a de faveurs différens, Ceft ce que M."Befnoulli Veft 
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contenté de fuppofer uns le prouver , & la preuve néan- 
moins en paroît d'autant plus néceflaire , qu'on a vu des 
exemples auxquels la méthode de cet illuftie Géomètre ne 
doit être appliquée qu'avec précaution, 

C X X X V I. 

Pour faire cette démonftratîon nx)us nous contenterons . Dcmonfira- 

,, 1 o • fxdx -t- zd* t • > \ • r tiondelam^ 

d un exemple, ooit H ; — ^ — r " quantité a mtéffrer: thode de M.- ■ 

rr 1 jx. i*1"*D'i'i^^ ^\j Bernoulli. 

Kiiant pat la méthode du rrobleme précédent * -+-« = 2 , 
elle fe réduit à -^ ç-A-^g)^' ^^^^ ^^ ^oi^ i^ 
ptemîer membre a déjà un faveur de moins. J'opère fur 
Je fécond , je fais ^ = « , donc z=^^ , Sx. dz== 
— J4_« ^ Subftituant pour z Sx. dz ces valeurs en u Se 

{fa — g) , 

du , le fécond membre devient ii^ s=a 

ifa-g) '-^ T' {îf-^-t-^} 

• ^ d'-tl"^ > * en divilànt haut fit- bas par aa^ =3 . 

(fa—g)i!L 
• ^^ ^ _^_" " = , en multipliant haut & bas par » « r 

^f'-t1 '' jj 5„)^ j„ divifant le numérateur & le 
«d-t-(À-itj II' 

dénominateur par ^ — a^ cette différentielle fe réduit à 
„ ^~' — > laquelle quantité a , comme on voit , uniââettC 
de moins que plus haut. La frafïion cntieÎK- réduite cft' 
donc j^^ + , ' - • dont l'intégrale eft / /(a— 
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tf-+-i) -f- y^ '■{r^*^*! sŒ / en mettant pour c 
& pour u leurs valeurs x-i-a & ;q^ } /'(*-t-*) -l- 
T^' '(»•<-*) » c+.'.V-O •' Or la différence de 
cette intégrale eft i^±^ . ^^, " ^^« x J^^. 
ponc la différentielle . \^ * ^ ^_^^ peut être repréfeotée 
par ^-^ -f- 4rï • 1^ ^*^ évident pat la oatuie de notre 
méthode^ que la démonllration que nous venons de donner 
pour la différentielle fimple . J^ — (i^ ' f\ s'appliquera 
aifément à toutes les autres différentielles plus compofées^ 
ponc ûcp. 

CXXXVIL 

A préfent je paffe.au cas où les racines da dénominateur 
àtlÊ^i^- ^'*"' toutes réelles , fout en partie égales & ,co partie 
lùere métho- inégales. 

Je au c" ■*"• ^ 



racine» rici- Ce cas Dcut êtrc repréfcoté par _ — * « 

les en partie ^ dx * . (x-*-fl) .(*-»-*) &c. 

égales & en OU ■ , car ccttc demicrc diffé- 

P4mc inega- («-t-a) . («-*-*) • {*+c) Sfc. 

«»• rentielle fc réduit a la première par la fimple ttans&rnur 

,tion de *-t-a en z. 

CXXXViU. 

Problème 5. Intégrer une fraûion ratioaelle diffife 
tentiellc comme ^j" .' i '^.^^ ^' ou 

* . (jrH-aJ . (* + Aj &c ■ 

(; '* . ' :: .'-- :' . : . ' . ' . • . ' .. ' .. T , ^'),- . ' donc le dénominateur a lès 

(*-•-«)". C*-t-i) . («-(-O &c. 
, racines réelles en partie égales £c en partie inégales. 

Solution. Si la propofée efl • ' ' "'^^^ • *** 

(«-t-*) .(»-+-.*^(*H-0 etc. 

00 
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«on la ramené au firople cas de ^ ■ 't' -f-^) i * 

* . (x-*-4) . (x-hh) &c ' 

h feule transformation de **+-« enz, deforte que toute 
la difficulté fe réduit à tcouvei l'intégrale de cette dernleio 
■quantité. 

Foui y parvenir on dlvifera le numérateur par x*" tant 
qu'il fera pollible de le âdre , c*eft-à-dire jufqu'à ce qu'oo; 
sucire k un refte où l'expofant de x foie plus petit que m ^ 
& la propofée deviendra par conféquent égale à 

M»^"" .'i-s)dx (H»*" ■Ve)<t* 

OU en général à caufe que ff peut être = o , 

(^x'"" "'"'^) '** J, (L»*" . . . ." -4-5^ J» 

OÙ Ton obferyera que r ^ m . Soie ip^ntcnant — ^ a» « ^ 

on aura x =: — , dxs^s : fubftituons ces valeurs 

àe X èc àc dx dans le fécond membre : (car le premiec 
dans lequel les racines font toutes inégafes, s'intégre aifé- 
ment par les ardcles précédens : ) ce fécond memttfc de- 

. j fS.»' _I-I,)-J» 

wendta ;■;— ■ . f.H-.., . on-t.) . ç t- TTyis: => 



'• i or à: caufè 



(-S" ■ ■■. ^ ..... -L^u• 

"'"*"*-Ci+fl«).(i + 6»).(H-c«)8fc.C»)' 

que ( hyp. ) m > r & que n eft au moins ^ i , il s'en- 
tait que »""'"'' fe divlfe par u"*"' & que la quantité 

«ndere fe réduit à {:IC7.^V.;.o7':)Zm "^ 
la plus haute dlmenlton du dénominateur eft n > & m -f- 
» — 2 celle du numérateur. Or m-hn — 2 eft au moins 
KpiHf pi)ifqu8 m eft au moins =a 2 : donc le numétiitcuc 
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peut fe divifer par le dénominateur , ce qui produira un 
quotient intégrable. Donc la ptopoféc peut être intégrée 
en partie. 

CXXXIX. 

; CoROLtAiRE 1. Il eft évident qu'il j » autant de 
termes dans le quotient qu'il y a d'unités dans (m-i-n — a> 
■C- (») -4- X = m — t ï defort« que la dififérentieU& 
donnée peut être repréfentée dans Ion entier par 



■fi. 



<■«»' ■ +K)J, 

(.+.;. (»+i) . (»+£) ic. (») 

^ g'''-^ {■":::;■ ; ,v.;, .- ;. *:;:: . »» e» me.t.nt 
"— ' — ) 

' ■ ; &C. — — ^ . • 



roui u fa valeur — , Li: ••;.•;• '*'/'/ ; — 

- • " ^ " ' " • itiw 

1+*. 

, Tix 

-i -^ .— . ''- - 

- y^ ^, = (Art. cxxxv.) ^^^ &c. a s'enfuit 
que /la différentielle propofée peut être repréfentée par 

Oix Odx Flx £A 

*" » *»*'**■' """ ^" ...... »H-« 

(-—^ ^- — ^ &c. ou plus fimplement enfin par 

(-0*"~*-G*'*~* . .. . -F)i« . Edx , Ldx Kdx^ 

* ^ ^-^rr.-*-rM-*-^*'^' 

C X L. 

CoROiiAiREa. Donc fi on veut intégrer la fiaûîott 
»••(«'*') f """^ '^S"''* méthode, on iàppofeia — 
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== » , & elle fe changera en x^, ^"~~\r' — '=^ 

7"*" 

— J. — J. 

^ti =_i^-lrî;;! dont l'intégrale eft — ^ 

^fUJl ^ + JL/{J. + .}. Mai.fi«« 

•veut te fetvit de la méthode de M; BemotéH , il fendra fijp; 

pofcr ii^ = ^îii * B,i. + cd. ^^ aétermineta 

les coefficieas de la marûeie qae nous eo&^exons bien-tôt { 
cnfuite on intégrera. 

CXLL 

Corollaire 3. Il fuit de ce qui z été dit dans le 
Problème 'fic^ dans fes CocoUairesy que la fraâion eA en 
partie intégrable abfolument fie en partie intégtable pac 
logarithmes , lorfque le dénominateur a fes racines en 
partie égales fie en partie inégales. Ceci peut (ervir d'éclair- 
cifTement à un endroit du Traité de la quadrature des 
Courbes de M. Nevton > oh ce grand Géomètre s'expnme 
iainfî : •S'i orà'mata efi fraSlîo rationalts irreducibilis cum den^ Ei^lka^oa 

<* ïf un pttÛftBo 

minatore ex. dmbus vel pluribus terminis compoftto , refolvendus à» Nsmoo. 
tji demminator in divtfores fms omrus primos ,• firji divijhrjît 
ftliquis cul nullus' alius eft xqualis > curva ^uadràri heq^u'tù 

Vij 
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En effet nous venons de voir que quand les racines fonf 
en partie égales & en partie inégales , ou quand elles 
font toutes inégales , l'intégration dépend des logarithmes 
ou delà quadrature de l'hyperbole, Bcque par conféquentfi 
la différentielle propolée reptéfente l'élément de l'aire d'une; 
souibe, «ette courbe ne fera point quattable abfolument- 
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OXLIt - 

CoROttAiRE 4. Si la propofée elf 

',,, • ■ ■ ■ ■ "*-"> ' '_ „n pourra prend!*' 



Expofitiâtt- 



<-+■' (, + ,)-.(* + *)" ^-+c^*+-<«=^ 

pour la difiërcntielle qui doit repréfenter la propofëe. Oa 
déterminera les coefficierns par la méthode de l'article cl. 
que nous donnerons plus bas.. Voyons à préfent ee qu'il 
faut faire pour trouver dans cKaque cas la valeur dès coeffi- 
cièns du numérateur; . Nous fiippoferons dans lé Problêmis 
fuivant fur ta détermination des coefficiens du numéra- 
teur, laffa£Ubn débarraÛéis. de âxj îleft-aîfé de la remettre; 
après l'opération. 

cxLiir: 



■Je la méthode ; t* / .' . n^ > , ,1 

de. M. Cotei Fkobleme 4. déterminer les coemciens des nume- 
Kwr les coef&- rateuTs des fractions fimples dans lefquelles fe décompofe 
ménitciu d^ un& fiaâion.ratlonelle dans le.cas où les racines du déno; 
^SSw '^~ niinateuc font toutes réelles & inégales^ 
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SOLUTION. Soit cette fraction- ratlonelle repréfentée l'.toriqae 

par • 1 expofant • eft dénomina- 

L -♦- M* -{- Wjr* -f. P«' . , , , . -4- f* teurrorcrcel- 

fuppofé moindre que *> U LyM,JV âcc font des quan- JS^es.""'" 
tités données. 

Je fuppre L -+- Afx -*- Nxx -+- P*' •4- 

L'''x ss o : fe checclie les racines de cette équation qui 
dans le cas précédent font inégales. Soient ces racines 
repréfentées'par r-v-/* = o,^-4-â* = o, A-h/^^o 
&c. on aura donc L -t- iW* -+-A^* * -f- Px' .- . . - -♦*■ 
Ux'' =^e-i-fx, g-t-ix . k-\-ix &c. Je fuppofe enfuite 
al ±^^ î_^ ^-i.&c 

rp?: . j-tï: . t+(. «.c ~ '+/>^«+'" '*'', °' 

ce qui donnera , comme tout le monde (ait , * =: A 
X g-*-kx X k-t-lx -h B X t-i-fx X k-i- Ix -i- C X e -t~fx 
xg-h/ix -f. &c. Pour abréger Co^zg-^-ix xk-t-lx^Q'; 
f-t-fx X i-t-/jr= X; «-*-/a; x ^-hAi = 5', ScL + 
JW* -+- iV»' + P»' . . . . . -»-£/** = K; on aun 
H =^ AQ-^-BR-hCS -h de. mairla fuppofition de- 
t-^-fx = o , donne ï=.— -i ;»'' = — ^i âc 

R =« o ; 5= b ; d'où l'on-tire dans ce cas — — r = ^Q' 

1 • /' 

ft: j^ sii — -— ,■ Mais e-^-fx x (2==K ; prenant les 

différences de part' & d'autre,' K & Q; étant variables^ 
oxii fdx X Q-t-<iQ X f -*-/* Tss^.dK'. ou plutôt parce" 
joue <-t-/« = o, on ifdx * Q = iiK, & ainfi Q=» 
jj^* Prenons à prtffenc la diffésencede L-^Mx^- 
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^**-+-P*'. . . •hUx'^f & mettons pour * fa valeur 

f ee **-■ 

•— -7- , nous aurons Q «s f f.f f>- 1 

Donc en mettant cette valeur dans l'équation A=s — '—% 

on aura j4 ^ • ^ ^ » 

"-""•f"^"""?? *!""^ 

Pareillement fi on fuppofe g-^hx^s^o, on aura * ï=s 

— -|-;»'= — ■^&Q = o&5=o:par confér 
quent — lj- = BR;&B = — Ij- . Mais puifque K= 

^_^^ R 

g-t-hx X R, on aura dK = hix x R-t-dR x g-^-hx; 
& dans ce cas (iK = Ai/* x Rj ce qui donne R^rjj^ 

d'où l'on tire R=Ai-iW!ct+jpxCi ... .-t.uxi. 



>-i 



il 

& pat confêqueat à caufe que £ =: — ^ on aura 

£= r—^ xrr= 

M->wx4 + j'rxM -Ai?xC_I_ 

L'on ttauToa de la même maniets 
»' ; 
*^ » Tk — ' -rr,i&aij4 

«-•«X-T-t-3P«4i ^Alfxi — . 
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des autres. Mettant donc ces valeurs de -4, B, C &c. 
dans les numérateurs des fcaâions , les coeMdens en fonc 
déterminés. C Q. F. 71 

CXLIV. 

Corollaire. IÎ eft donc clair que puifque les valeurs 
de ^, B, Cf &c. font toutes fcmWables i on peut avoir 
une règle générale pour déterminer les coefficiens indé- 
tetnûnés des numérateurs des frayions dans lefquelles fe 
réfout y fuivant la méthode de M. Bernoulli , une fra^on 
rationelle qui a fès racines réelles & inégales. Car on 
voit que la valeur d'une de ces indéterminées quelconques, 
de B par exemple , eft une fradion dont le numérateur eft 
égal à X . multipliée par la fonâion de x qui eft dans le 
dénominateur de B ; & dont le dénominateur eft égal à la 
différence du dénominateur de la fraâion propofée divifée 
fax dx j en mettant dans ce numérateur 6c ce dénomina- 
teur de la valeur de £ > la valeur de x tirée de l'équation 
réfpeâive du dénominateur de £ , égal à zéro. On doit 
cbferver que les numérateurs. des valeurs de ^4, B> C, &c^ 
ont le ligne -t- , lotfque ' eft un nombre pair en y com- 
prenant le zéro ; ils ont ai^Il ce même ligne , lodque les 
valeurs de x font pofitives, par exemple fi les divifeuts du 
dénominateur de la propofée étoient e—^fx , g—'hxàcc. 
cat les valeurs de x fetoient dans ce cas , comme on le 
voit aifément, -t- 4- » -t- -|- &c. Auffi dans ce même 
cas le dénominateur de la propc^ée auroit cette forme 
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L — Mx -+- A^** — P * • -*- &c. puifque toutes fes ra^ 
ciaes étant pofîtîves , les termes doivent avoir fuccefTive- 
ment les lignes -+- & — fuivanc les principes de la for- 
mation des équations , connus par tous les AlgébriAes. 

CXLV. 

Appiicanoti Cette méthode fe développera encore davantage eri 
thode à quel- l'appliquant à quelques exemples. Soit la fra^ion 
J?" "^"^"^ — , changée fuivant la méthode de M. Ber- 

Premier e-f-/« x g-i-kx ^^^ 

nouUi en ces deux autres — 1 — ; il s'agit de dé- 

terminer la valeur de yi âc de £. Je fuppofe d'abord 

-;- , dans ce cas 



mpie. 



^ it-t-fx). it-t-hj,) t-t-f» 

on a X ' = I , donc 9 ^= o , & fuppoiànt e -*-/* ^ o 

pn en tire * s:^! ^ ; donc par la règle donnée dans le 

précédent Corollaire j le numérateur de la fraâion égale 
à ^ cft — ^ X /=/> à caufe que e =« o i & le déno- 
minateur eA égal à la différence de (?-+•/*) x (^-t-A*); 
cette différence eft /gdx-^fhxdx-^ehiîx'h-/hxtîxi 
laquelle à caufe de e -¥-fx ^ o , fe réduit k fgdx '■^ 
f/ixdx . Je divife par dx , & je mets pour * fa valent 

^. Cette différence devient =a»/^ — f A. Donc oq 

aura ^ = . , . 

De la même manière en fuppofant ^^-Axésao, oa 
trouvera B = -r-~r • Donc 



/ 



*-/s* ('-+-/*). (s-^-'"*; /s-'*' 



donc ; 



fà» _ 

X 
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K ——: -TT- ^ 7-—i f qu'on vok évidemment être 

fg-eh g-t~hx fg-ek ' ^ 

deux différentielles logarithmiques. Pour être mieux con- 
vaincu de la bonté de la méthode , voyons fi ces deux 
différentielles font, identiques avec la fraâion propofée 
(.+/)'is+IU, ■ C=s deux difi&entieUes font ^^j^il-^, 
— (fg~ek) — (g~i-hx ■ ^^ ^^ réduis au même dénominateur» 

;. ; fsdx+fh>d.-,i'ix.-fh.d, _ (fii-,h).i, 

' (/«-.*). (.+-/x).(j+%») — !;/s-J*). (.+/»; -li-f-to) 



exemplof 



c X L V r. 

Sx l'on' avoit à intégrer ; ~-/';^'^:^^;i j. j en fuppofànt Seéanâ 
<ps les divifeucs du dénominateur foient e x — /" , gx — A ; 
« « — / , & que pat conséquent — ; — ** ■ -■■ — - ~ ^— i 

Bdx Cdx 4*t-i*' -(-c»- J> <*-/ 

'*' 77^71 "^ï^rri' °" trouvera »=52, & la fuppofition 
de far — /= o donnera * = -^ . Continuant 1,'opération 
comme'dans l'exemple précédent ^ on aura la valeur de /4. 
En fuppc^ant enfuitc fucceffivenient ^x — Âs=o , £c 
»■*■—/ ^= , on trouvera les valeurs de £ fie de C: fubfti-- 
tuant ces valeurs dans les fraâtons fimples énoncées ci- 
deflûs ^ elles deviendront .^^y ^^/^..^ ^^^ x —^f "+• 

gdx " 



j^ui font trois difierentielles logarithmiques. 

CXLVII. 

Enfin fi la fra^on rationeUe avoit cette forme TroîAeme 

^^~ , X * «ft plus grand que "•"^•• 



. X 
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r^xpofant de x dans le numérateur ) , la méthode qu'on s- 
donnée dans le Problème précédent fetviroit encore pour 
réfoudre cette fraâion en plusieurs fi-aâions fimples ^ ' 
H- -^^ -4- f^j^ -*-&£.(*). Car fuppofant i ^4- Af * -+; 
Nx--t-'Px'. .". . . -t- C/«'' = (<-t-/x).(^-1-A*), 
( t -t- /ji ) &c. = K , donnant ici les mêmes valeurs que 
dans le Problême 4. à Qt Rt S ) on aura a-^àx -H- 
<-«*H-j>«'-t-6cc. = ^Q-4-BR-+-CT-+-8cc & lorfque: 
tf'+-/* = o, ou*^ — ^, onaa-^^x f"*"^ ^7?" 
1— J- X ^ -1- &c. = AQ : & pniTque Q = ^ = . . _, 
« ». .*-■ 

• ■ «-iNx— -(-îP X— -Al/X 

; ii- i on aura A = 

»-»x-î- + ex^-J'x^H-&c. (,-ixî:-l-txiî-J>x^ + aîc.)x/ 

« .. .*-■' 
^ M->Nx' +3l'x-ll...-xi;x 

• De la même manière en Tuppcfant ^H-A*. =^0 , oi> 
trouvera la valeur de £ , & celle de C en fiippofant k -tr 
/« = o ; d'où l'on- conclura que les valeurs A& A tB,'C, 
dans ce cas font femblables à celles qu'on a trouvées dans- 
le cas du Problême 4. La diiïérence n'efl que dans les 
ntimératcurs qui changent fuirant les numérateurs des ftar 
âions propofées, 

...Lorf,., cxLvin. 

I« racines du 

dénominateur PROBLEME t. Déterminer les coefficiens du nuin^ 

font en parue j *• « 

dgaiei & en ratcuc des aaaions {impies dans lefqaelles iê réfout une 
let, ^ âaâion rationelle différentielle en fuppo&nt les racine^ 
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I. Partie. C h a p. X. itfj 

. ^u dénominateur en partie égales & en partie inégales. 
Solution. Soit cette ânâion lepréfentée par la 

Suivante * '. , (lafomme des 

Quantités ■''-+-*«+-'*■+■&& cft cenfôe plus grande que 
l'expofant • )v Supputons cette fraâion égale à 

^+B«-t-C)f* .;-... -H Fk'*'"^ G-t-Hx + I»' . . .-t- Mjt*'"' 

>^ i — -+- &G. cette luppofîuoit 

donnera* = (y^-h5*-+-C** -4-F* ')« 

(g-h&x)^ X C*-f-/*)'*-l-(G-f-H* H- J*' 

-^Mx"") X (e-+./x)'^x (*-!-/*)"-+- CiV-|-P*-+- 
Çx- . . . +r*'*-^) ^iie^-fx^Kig-^-hx)" &c. 
On égalera à zéro la femme de tous les termes qui font 
multipliés par la grandeur x élevée à une autre puiflànce 
•que * , 6c on égalera à » la fomme des autres termes 
qui font multipliés par x . De cette manière on aura 
autant d'équaûons qu'il y a de quantités indéterminées 
j4 i B f C &c. dont on trouvera les valeurs pat le moyen 
îde ces équations. 

Cette dernière méthode n*eft autre cho(è que celle de 
M. BernoulH appliquée à ce cas particulier , avec les pré- 
cautions que nous avons indiquées ci-defllis , & qui em^ 
pèchent cette méthode d'être fautive. On peut en eâfet 
s'aflûrer par les moyens que nous avons expofés plus haut» ' 
que les coeiHciens A ^B, C &c. feront ou tous réels, ou 
tout au plus quelques-uns égaux à zéro ; & qu'ainfi on 

Xij 
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I(f* TSJIT^' DO CaLCVI IKTE'atAti 

pourra toujours les déterminer par la méthode de M,, 
fiernoulli, 

CXXIX. 



m, 

•I •*: C" -I- iC( 



Applicidoii Soit propofé d'intégrer h fiaâion , . '' '^ ,, 

pie, 'te e 1 \ \ Adx -t- Bxdx . CdK-t-Dxd' - • 

f ,e la fuppofe égale à ^,+f,y + (g + i.y > « t^ 

donnera en pratiquant ce qui eft pcefcrit.dansle Problême 
précédent , & en étant ix qu'on remettra après l'opéra^ 
don, 

jtghx •*- Akhxx 
.m Bggx •*- îBghxx ■*■ Bhhx> 

*'" ■ " -4-iC(/i-+- Cffxx 

etx -^- îDtfxx -4- Dffx' 
La féconde opération que nous avons dît qu'il &lloit £ûrey. 
c'eû de ruppofei -^êg -4- Cre = o 

a-Aghx ^ Bggx -1- iCefx •+■ Deex ^ o 
Ahkxx -4- aBghxx ^ Cffxx -4- iDefxx = xx 
Bhhx' .+ Dffx' = o. 

. Ënfuite on réfoudra ces quatre équations par les méthodes 
algébriques ordinaires ; leur téfolution nous donnera les. 
valeurs de yf i B, C, D ; après quoi on intégrera aifér 
ment. 

C u 

pm abri ™ R t M * R Q u E. Oii peut quelquefois abréger la méthode' 
Ju ïv^î'-'^* dll Problême précédent : pat exemple, lorfque lafraâion 
Prfrifaj"" jjtiooeu,, diS&entielle a cette forme '~ 
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L Partie. C h a p. X. isj 

Car fuppofant — ^^ • — r = H 

£. -^c.;^D.-... ■.-Gx-V ,onaura;c^=^.(..f-A;.)^ 

H- (B-4-C* -+.£)** "f-G**~') X (fH-/x). 

Mais la fuppofition de e -+-/« ^ o donne « =s ^ , 

^x(^ — y) ,&/^=3±-i->!/ » en prenant lo 

iigne M- > lorfqye t=9 , ou un nombre pair> £c le fîgntf 
-— lorfque e eft un nombre impair. 

La valeur de A étant ainH trouvée , on aura fâcUemenc 
celles de Bf C , D par la méthode du dernier Problême. 
Car , comme- on y a vu , on aura yig •^80=^0, 
lorfque « eftun nombre cntîer-pofitif i donc B =— ^ x 
^ ^ ^g'' "^]~ . De même puifque a?*"' A* eft le 
iècond terme delà quantité^j'-t-A* élevée à lapuîlTance *,, 
on aura *^*~* A^^-H B/h- C#^o , lorfque e eft plus 
grand que Vanité , ou >^g. ~ ' A ^ ,4- Bf ^ Ce ss 1 ,, 
lorfque f =:= 1 ; on trouvera par cette équadon la valeut 
de C , fie ainfi des autres. 

CLI. 

La fiaffioB ' + ^' + '">"■ fe réfoudra pat la même «u». 
méthode. Car oa fera sss ~ ^, 
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irf< Traita bv CAtevi inrtfànAti 

; i ainfi on ttouveta A = 

(« + *») 

Bt ^ n, ce qui donne B^c *'-*» = (en mettant pont 
^fà valent) ^ -'/^«^-^"«V^-' -"f^/"'-^^'- . On 
tiouveta de la même manière les valeurs de C, Dt &c*. 

CLIL 

Il eft vinble que les termes les plus difficiles à intégrer 
dans la fraâion tationelle ainfî transformée feront de cette 
forme "** '^' . {A àc B éant des conftantes, & m, » 

(»-t-B)' 

des nombres entiers pofiiifs ) . Or ces termes peuvent 
s'intégrer aifêmeht foit en entier > fbit par loganthmes 
(Art. XVI.) en Éiilànt x-t-B^z. 

S c H o L I E. Pat le moyen de ces re^es pour déterminer 
les coefficiens des numérateurs des &aâions rationelles f 
on peut fe fervir de la méthode de M. BemouUi fans 
craindre aucune erreur. Paffons au cas des racines ima- 
ginaires. 

CLIII. 

i". Casoùie Dans le cas où le dénominateur a Ces racines toutes ima- 
a Tes racines gîfiaîres > 11 on fuivoït la méthode de M. Bernoulli t on 
imapnMres. gy^Qj^^jg exprcffion chargée d'imaginaires auifi impoffiblô 
de la méthode à conftruire fous cette forme que le feroit une équation du 
Rouiiidans ce tToiOcme degré dans le cas Irréduâible , fi on la conflruifoîc 
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ï. Partie. C k a p. X. i «7 

en fuîvant la forme de la racine. Il faut donc chercher 
par une autre voie l'intégration de ces quantités. 

Prenons d'abord le cas le plus Ample , loiTc^ue le déno- 
minateur a deujc tactnes imaginabes^ 

CLIV» 

pROBLEtiE 6, Intégrer une fraÛiorï rationelle dont Thnjceat 

° _ _ _ on y fiibftituft 

ïe dénominateur eft le produit de deux racines imaginaires, notre méiho^ 

^ . , . .. //. / t deduProblê- 

SoLUTiON. Soit la traaion repréfentee dans ce cas me 1. 
pai <■<» -t-mxj* j^ ^ d'abord évanouir le fécond terme 
du dénominateur en Tuppcfant félon la règle connue pac 
tous les Algébriftes » -+- -i ss= a , ce qui donne après les 



& enfii&it l — ^=^n Se {Ci g eli>-'^y ,^ -t- g 

= fp, cette quantité devient ;[^~ ■+■ ^^> "lont 
]a première partie eft l'élément d'un arc de cercle donc 
z eft la tangente j fie la féconde eft uîîe diffîrentielle lo^ 
garithmique^ 

C L V. 

Remauque I. Quand xx-i-fx-i-g eft le produit 
de deux racines imaginaires j xx àc g font toujours de 
même figne ; d'oïi il fuit que s'ils Ibnt tous deux négatif }> 
on peut leur dotmer à l'un fie à l'autre le ligne *t- en 
«hangeant les lignes haut fie bas. Car I! ^ aroit le figne — f 
•a ttoureioitles deux laciiieïiéeUcb^ 
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itf8 Traite' dv Calcvl iktc'g^^l. 
CL VI. 

Remarque a. X^orCque xx n'eft pcûnt délivré de 

coefBciens , mais qu'il en a un > C par exemple i on dlvi- 

' fera haut & bas pac C. Ainfî on peut toujours Vuppofet 

dans le cas des racines imaginaires que ftx a le figne -hy 

& efl Eins coefficiens. 

Il ne nous lefte donc plus que deux diofés à favoir , 
i". fi an peut toujours reprëfenier les racines Imaginaires 
par des faâeurs trinômes réels ; or nous avons démontré 
dans rintroduâion Art. Lxxxii. que cela efi toujours poilî- 
ble. 2", Il &ut trouver la méthode de déterminer les 
coefïiciens r 6c m du numérateur. Nous allons la donner 
dans le Problème fuivan^ 

C L V 1 1. 

Vfagedeia PROBLEME 7. Décerminei les coefEcîens du numé- 
M.Coteldani fateut dcs £:a£Uons pattielles dans lefquejles fe réfoût une 
^nes ima^- fi^^ion ratïonelle ,' en fuppo&ot que les racines du déno-, 
SerminM^ minatcur font toutes imaginaires. 
lescoefficieiw SOLUTION, Soit Cette ûa^ion rationelle repréfeiitée 

"■ par F- -— î — ( on fuppoTe couiouis 

* L-t-M*-t-N*'-t-Px' ■+. UxX ^ '^ ' 

• "S * J — r^TîTTTT; ,^f,^gxx h-*-kx-t-ix» • ^°" 



pour abréger le calcul e'^fx-¥fgxx x h-^kxfh-ixx 
F=Qi ar^'bxr+-£MXX h 7*- kx.-^ hcx s^ R ; aH-bx<^cx» 



X fr^fx'^gxx ssiS'j ohau£a>c<Hiunedan^iBsProblétnea 

pcécédens 
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I. f A R T 1 E. C H A P. X. l(*y 

yrécéden s , * ' =. A -^ Bx x Q -¥• C-h Dx x iî -+- 
£-\~Fk X 5"-t-&c. Maintenant fi on fùppofe i»-t-^*'+. 
-cxx^o, on aura it s=3 o , S^'o, donc *' = ^?+B« 
y Q i ôc n les racines de l'équation a'+.èx-+-cxx ^ o 
font i»-h»*«o,/»-+-^»=o, on aura *=« — — , 
iSc X s» ^. Lorique * = — ~-^ on a Q => 

' — /^~^ '*-g^—i X A — *x-^-h/x^ X &c. & 
lorfque * ^= _ 1- , Q ^ e—fx-^^ g x -^ >< 

/ — A x^-+- l x^ X &c. Pour diftinguet cette der- 
nière valeur de Q de la première nous la marquerons par 
(^ , Ain/i pour les deux différentes valeurs de *, l'équa-p 
tion X =y4H~BafxQfe réfout dans les deux fuivantes 

donc ona-^=— ÎÏ;J-h5— &^= — ^-t-fit, 

«^ » y1 ' 

2. il" 

Comparant ces deux valeurs de A , on trouve celle de 

B=^Q'x ^^—^ — Q X !^^4rr* Prenant de même les 

y ffl ^ ^ f 

deux valeurs de B dans les deux équations -^ ^ sst 

^ — Bx^xQ, — 4 = ^4— 171! xQS&com- 

parant enfemble ces deux valeurs f on en tire A ss 

G' X '^j^ — Q X t- — , Ces valeurs fuppofcnt que • cft 



X-^xQQ. 
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»7o Tr4it^ du Calcul iwrE'OR-fc. 

UD nombre impair : mais lorfque • as o ^ ou on nombre 

pair, oa aura alors les valeurs fuîvantes ^ ^i 

X_JL X 00' -3 2- • OO' 

Pareillement en fuppofant (?-f-/*-+-^jfjf = o, on !^ 
Q = o, 5=0, &c. & **=C-h2>* X R; & fi r-K 
5*=»o, ï-+-r*^o font les racines de l'équation 

t-^fx-^gxx s= o, on aura *= — ^, 6c *== -^ 

4'où par un calcul fcmblable à celui que nous venons- 
■de foire pour A & pour B , on trouvera C = 



-^ ^ X HA' — — -f-xRR" 

Il ftut fe fcrvir des fignes ~i , lotfque * eft un nom- 
bre pair ou zéro , U des figncs h , lorfque c'eft ua 

nombre Impair. On uouvera. de même les valeurs de £ y 
F, &c 

G L V 1 1 r. 

Corollaire i. Si la fira£Uon étoic ; 



n la faudroit fuppofèr égale a L-1 IJ-— — ]^' ■ ' -+- 

^ -f- P) . -f» gj déterminer les coeflicicns par 

la méthode du Problême j. 
Corollaire 2. Si lapropofée étoit 



on la feroit = 



■^dx-t-Bxdx C-i~Dx-*-Ex' 



(t-hfiH-gxx) . (k+kx+lxx) X 



<^-/*-i-Ç**-^ ^j^4,^;„jA 
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ï. P A R T I E. CHAP. X. ijX 

4c on détermineroic les coefHciens comme oa a fait dans 
ia remarque qui fuit le Problème ;. 

CLIX. 

La difficulté fe réduit donc à lavoir intégrer une fra- 
aion de cette forme éllM . ; (^, B, C, F étant 

(B-l-Cx-t-Fx*)" 

des coeilîciens quelconques , &l m, n étant des nombres 
entiers pofîtifs) : or par la méthode expofée dans les arti- 
cles CLIV. CLV. CL VI. on réduira d'abord l'intégration 
à celle de différentes quantités dont chacune fera de 

cette forme ^ j r étant un nombre entier impair 

ou patr. Dans ie premier cas loit zz-^pp^ua f on 
aura une transformée compofée d une fûte de termes tous 
de cette forme Hu^dn ( ^ étant polîtif ou n^atif):ainfî 
l'intégration n'aura aucune difficulté. Dans le fécond cas 
oit r eft un nombre pair, on fera zz -f-/i/î = «* , & 
on trouvera que la transformée fera compofée de termes 
de cette forme -—r-^ — ^ , (s étant un nombre pair pofitif 
ou négatif) : & cette quantité s'intègre ou abfolument, 
quand I eft négative ( Art. c. ) , ou par la quadrature du 
cercle (Art. xcvi.) lorfque s efi pofitlve. 

CLX. 

Soit cherchée llntégraîe de cette fiaâion /ppi; 



dont le dénominateur a j«pSÏÏê 



lacines imaginaues. ... pie. 

Y il 



un exeai- 
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»7a TSLAtTsf ou CalCVL IST^dRAt. 

Pour la trouver nous fuppoferons d'abocd la fraâioit 
uns dx f il fera facile de la remettre après L'opératîotr.- 
Cela pofé je l'égale à la fomme des deux fuivantes 

__^ ^ — ce qui donne x ^ i^H-ifa:) 

X (e-^fx-'^gxx) •+• {€•+■ Dx) x (d-+- i* -f- £■«*); 
donc Qsss C'+'fx'hgxx , R=s=^a-+ibx-^cxx i donc 
** = {A-^Bx) X Q-f(C'-4-Dx) X R. Sien fuppofe 
a^bx-^cxx ^s o , on a K=o ;. fie en continuant 
l'opération comme dans le Ptoblême 7, à cauTe que » = ^ 
c& un nombre impair , on trouvera 

Si on fuppofe a^hx -^cxx =s (m-4-»«)x {p-^qx} 
= »i^ -1- m ^ X -+- »^* -^ nqxx f on aura m^ = a y 

— - -t- ii- =! — ; fie mettant pour — ^ fa valeur — » 
"« ^^? ^' '^ ^ "î ^ 

on a— -h-^^ — — — . On aura auffi O^^e — f 

nn îî ce c X. j, 

m mm ,, «p . 

X M -^g X nit i Q =î f — /x — -H^ X— : d'où on 
déduit Q" X ^_Çxf^ = ^xr— ^ x/-+i ^ 

X f — -f fj- w"? T X y : fie fi on divife cette der*- . 
niere quantité par -^ ■£- ■= "'^~ — > le quotienr effi: 

SI on cherche de même la valeur de Q Q j on- trouva 



,y Google 



p * R 1 1 B. c«AP. X. lyr 



^= : 'i---'f 



^if-t-iiil - i«tts-l-.t//-««/8-l-">«S 

, " i ''""/ — — —■ . Pareillement en fubflhuant 

ces valeurs dans l'éqmcion 5 = Ç" x ,_ ^ — Qx ' y 

P" "j 

{f-^}.QQ" 

— $be - ace - abf ^- aag 

on trouve B =*= y ' — ,.^ ,, — —^7^ — ~ — -tt . 

Pour trouver les valeurs de C ôc D, il eft inutile de 
faire un calcul femblable à celui qu'on vient de faire pous 
ji Sx. B . Car en comparant enfemble les formules > on 
voie que la formule qui donne la valeur deC eft femblable 
à celle de A i £c la &rmule de D à celte de £ fie que 
tout le changement niceffaÏEe QonHftq^à fubflitqet atk fC^ 
à la place de f> /» g'-, par conféquent on aura C =» 

V tc-ag )'-!-( é^;-^/) x ( be-»f ) ** ( tc-^e >'-»-( Ag-e/) x ( if-*/) ' 

On a donc toutes les valeurs des indéterminées. Subftî^ 
tuant donc ces valeurs à la place de ^ ^ S , C, D ^ & 
Remettant dx dans ïes fraâions partielles — ' - ^ ^' * -h 

_^f ^ , délivrant ** de fes coefficiens de Ta. 

manière qu'il eft dit (Art. clvi.) , il eft aifé de voir qu'or* 

aura deux fraûions de fa forme de * * , qu'on in-i 

tégrera féparément par la méthode du Problême £. 

Nous n'avons plus à examiner que te cas où les racines du 
dénominateur font en partie réelles 6c en partie Imaginaires.. 

fu Là A c.' Ijorique les 

PkOBtEHï 8. Déterminer les cotfflficfens du numérateur; nominateur 
ÎOrfqiîe les racines dii dénominateur font en partie réelles fié rceiiei & en 

. . . . partie im^ 

en partie imagmaires.. ^naùe».. 
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174 Traitb' d u Calcul inte'gr^l. 
Uf dk Solution. Dans ce cas on fuppofeta la fcaâion rc' 



M. Cor« ptefentée pat ^ =» -^:^:^ 

■*" r^^^lg, "*" r+TÏ * *''^* comparant avec les formules 
du Problême/, on aura Q = {e'{-fx^gxx) x (i-h/x): 

X {c-{-fx-^gxx). Or en examinant ces diflFétentes 
valeurs il eft aifê d'appercevoir la fîmilitude des formules 
qui expriment les quantités A , B) C, D avec celles du 
Problème 7. La fuppo(ttion de A: -K /« = o nous donno 

c = o 

K = o 

t 



& 



& — V=Hxi 

5" étant K=a(4j — ^ ^ — '*"'"^77') **(' — f^~'^&''^TÔ* 
C'eft la même chofe foie que ^ foit paie ou impair. 

CLXII, 

Application . Solt ptopofé d'intégtcr la fraâîon i ' ^ ~ -- - l, — • 

Je fuppofe que le dénominateur de cette fradion efï 
{e-'rfx-\' gxx) X (Ah-/*) . Celapofé jefaislafra£tion 
entière éeale à la fomme des deux fuivantes — ^."^ " ■ 

ç ° e-1-fx-hgx* 

7*- fxy; • J^ fuppofe enfuite e -f-/* h-^** a= o : fi les 
racioes de cette équation font (m-t-nx) x {f-hqx) s=a 



, cJcem- 
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I. P A » T r B. C H A p. X. 1 7J 

mp ^mijX'^npX'^nijxx > on a * > r . mp = e 

mq-¥np == f 

d'où Von tire . « . . - . . . -^-f--^ = -^. 
A préfent comparant la piopofée avec les Ë^rmules du 
Problème 7 > on voit que » ^ âc par conféquenc 

{f- vl-eQ" {f— =r}-ce" 

Maïs le cas prirent donne . . . . Q = t — /— 

& e-==*_/i 

«^5xf-5"xv = *-{f-v}-{_^}'^ 

Divifons cette quantité par -| ^ =sa ^JtâZJlLj on aura 

pour quotient * — / m^-^nf t ^ i ^^ /^ — /xX.; & 
parce que (2^"==.** — A/ x {-^-h -^} 4-^x // 
^ AA— ï:^ -f- îi', il vient enfin" A = ^f\~h , 

Par un calcul fend)lable on trouve B =« - ,, - j ^ , 

Pour trouver la valeur de C, il faut fc fetvir de la for- 
mule du Problème 8 , H qui eft la même que C ic£ 

■ j * - i * 

:= -~ X 4- • ^^^ reiemplc préfent — - ^ i , & 5=» 

On a donc les valeurs de toute» les indéterminées. Subfti- 
tuant ces valeurs fie remettant dx , on aura deux fraâions 
partielles dont l'une s'intégrera comipe dans le Problême 6 f 
fie l'autre fera une diffécenôelie logarithmique^ 
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fjS TrJITB* DU CaLCVÎ fMTfi'ai^L. 

CLXIIL 

Corollaire général. Donc fi le dénominateur d'une 
fraâion tationelle ell ou peut être ruppcfé {a^^&x) . 
(g-hhx) . . . &c. X (f-t-/*)" . (k-hlx)^ . . . &c. 
X (i -h ma:-t- »**)'' • (^-+-f * -Hr**)' , îl Biudra fup- 
pofec cette fraâlon égale à une fuite d'autres fraâions dont 

les dénominateurs foient a-^éxi^-^hx; 

(e-i-fx)* i {k-htx) i {i-hmx-^nxx)'' i 

{p~\-qx -h rxx) &C. £c applique! enfuîteles méthodes 
expofées cî-delTus > tant pour trouver les numécateurs que 
pour intégrer ces fortes de frayions ; au moyen de quoi 
il ne doit plus refier de difficulté fur quelque efpece de 
fcaâions raàonelles que ce puifle être. 

CLXIV. 

te^!7«fS- ScHOLiE I. GÉNÉRAL. Dans tout cc qui précède nous 
^Um Tant ^™"* fuppofé qu'on connoiffoit les dénominateurs des 
déterminés ftaûions rationelles différentielles , & nous avons enfeigné 

pat 1m me- ^ 

ihode» précc- la méthode générale de trouver les numérateurs. Mais 
ment on trou- CCS dénominateurs ne font pas eneâîvement connus : il 

ve les déno- ,.11 j^ f 

joinueurs ! Eaut donc its tTOUver. Or nous favons que les racines de 
ces dénominateurs font toutes réelles > ou toutes imagi- 
naires t ou en partie réellçg & en partie imaginaires. 

1^. Lorfqu'elles font toutes réelles > il eft aifé de les 
avoir en réfotvant l'équation par les régies ordinaires ds 
pÂlgebre , pu en la çonftruifaac g^métrtquetnent, 

a?. 
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ï. Paktie. Chap. XI. ^77 

â**. Locfqu'elles font toutes iina^naires on les trouvera 

par la méthode enfeignée dans l'Iattod. Att. lxxxix. & fuiv. 
3**. Enfin dans le troiiîeme cas on cherchera d'abor4 

les réelles £c les îxnagînaires eofuite* 

CLXV, 

S c H L I E 2. Il eft évident qu'au moyen de tout c0 
^ue nous avons dît dans ce Chapitre on peut intégrer ou 
abfolument , ou pat la quadrature du cercle , ou par celle 
de l'hyperbole , toute fraâion rationelle différentielle quel- 
conque. Mais la méthode générale étant très^pénible par 
elle-même , les Géomètres ont cherché des moyens de la 
fimplifiet. Us y ont réufU dans quelque^cas , & ces cas 
font ceux oîi le dénominateur a une des deux formes fui- 
yantes , i**"*-^-^*'" H-/, ou «" ^: «'. Nous allons 
les examiner dans le Chapitre fuivant. 



CHAPITRE XI. 

Mxamen des cas où le dénominateur e/f bx' -j. 

gx rt-fj ou X ± z" , dans lefquels on 

abrège la méthode générale. 

CLXVI. 

S Oit i**" -*-^*"' -t-Zle dénominateur de la fra£Uon . l'.Comment 
l^ on peut divifer le haut & le bas de la fraâion par minateur da 
le coefficie;it h du teime bx*'" \ ainfi on peut fuppore[|^^' 
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ce terme fans coefficient, i^. On peut toujours donner î 
« * " le ligne -f- y puîTque s'il avoit le figne — il n'y 
auroit qu'à changer les fignes de tous les termes du nu* 
m^rateur âc du dénominateur > ce qui ne change pas la: 
valeur de la fraâîon. Dans cet état le premier terme x 
ayant le figne -H , le dernier terme qui fera -Ç- & que 
j'appelle q , doit aufH avoir le figne -+- . Car s'il avoir 1& 

figne — , on trouveroit , en regardant « * "" "+* ^ L 

comme une équation du fécond degré , que fes facteurs fe- 



y^. 



K 



46a ' b 



~M- _+■ X : c'cft-à-dire qu'on pourroit réfoudre la. 
fi-aâion rationn^le propofée en deux autres qui auroienc 
pour dénominateur *'"Hh^,*'"4;:/:or chacune de ces- 
ftaftions fe téduiroit au cas de x" ± a" dont nous allons- 
parler plus bas. 

s"* Enfin dans le dénominateur **"*-+- -f- «'"-*- ^ y 
on peut toujours regarder q comme égale à une quantité a 
élevée à la puiflance a m ; &. prenant a pour le rayon d'un 
cercle égal à l'unité , on pourra fuppofer a * "* = i . 

Donc toute la difficulté fe réduit 1°. à intégrer les fira-^ 
ûions dont le dénominateur eft de cette forme Je'* -4^ 
ar* ■+■ I ) 2°. à intégrer celles dont le dénominateur" 
eft *" i:*:*»*) n étant un nombre impair. Car s'il étoit pair^ 
& qu'il y eût -+- a * , ce cas fe réduiroit au ptemiec en 
Êûfant psssQ , S'il étoit pair,. & qu'il y eût — a" , il fc 

ïéduiroit en deux autres fadeurs « * -t^ « * > fie * » -^ «' # 
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Nous allons expcfer les méthodes que les Géomettei 
ont trouvées pour intégcet ces fortes de fiaâions, 

CLXVIL 

Problème. Trouver les feûeurs de*'*Hh2f**-(-i| 
ic de * " ± a " . 

Nous avons réfolu ce Problème par le moyen de la dî* 
vifîon d'un arc de cercle en parties égales dans l'Intro- 
duâion , Articles lxi. & lxii. pour le premier cas > & Ârr« 
i,xiii. & Lxvi. pour le fécond. 

Il ne nous reAe donc plus qu'à trouver les numérateurs* 
On les auroit par la méthode générale j mais îl y en 4 
une plus fimple que voici. 

CLXVIII. 

Suppoibns d'abord que la fraûion nopofée ait cette ivComment 

e on troaTc let 

forme — i — , ( x eft un nombre impair ) enlbrte que munirateun. 

:.+>.Ci+Mx+ jv.' + px' . . . . + c/»^ ^■;;*»;l^ 

on aura £s=s i , Af=:o, A''=o, P=so, C/= i j fie eft t^.x'^* 
fi on fuppofe ( Introduéiion Art. lxiii. )(-*-* =* 
< I — 2ax~hxx) X (1 — 2hx~^ xx) x (i-ï-*), ficc. 

X* A-hBx . C-t-Dx , H tir„ 

on aura ^s ■ ; 1 r—r H 7-r; **'^ 

,_^^A i^tax + xx i~t6M-t-xx H-* 

Soit (i — a*x -+-»*) x(i -+-x)=asQ, (1—2 a* •+-*■*) 
x(i-h*) = R fie (1 — 2(ïjf-*-**)x (1 — 2bx-i*xx)^sS, 
yoici comment on s'y prendra pour abréger les formules 
4a Problême 7. Soit fuppofé i — 2 a * -4- ** =- o , oa 
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en déduira x^^ a^^aa — l . Soit a-^^^aa — i =lf 
Se a — *^aa — i =m ; les deux racines de r(i<)uatiot» 
I — lax'^-xx ^ o feront * — / = o, & * — m = oj 
donc Q = ( 1—2*/ -h//) X (i-h/) , & Ç" = 
(i^2imW-m')x (i-f-m). On aura auffi /-4-m=2i>> 

& /m = I. ; 

Or par le Problème 7. ^' = v*-+-B/ x Ç, & m' = 
A-hBmx Q' ; de ces deui équations je tire la valeur de A' 
&celIedeB.Carj'ai i^ — ^=B,&^ — — = B. 



,1-1 



■ai — 7— "'^t:" 



Donc pi-?;::^ A_^_^li^_(àcaufe 
que lm=^\) A y. {m — /). Donc enfin ^ = - ^^^_^y 
i — i/^fm-i) • ^'^ fiiivant le même procédé on trouvera 

B = TT-n i — 7-^ r • Maiis puifque m- * * ;= 

Q X ( I — zax-f- **)» on aura ^x ~^ dx ■= d^l x 
(i — 2ii*-4-«*) •+■ Q X 2xdx — 2adx i & dans la. 
fuppoficion de i — 2<i*-+-*x = o & de * = /,ona 
en mettant pour x fa valeur / > retranchant d Q x 
1 -^ 2ax'^ XX , de divifant les deux membres de l'équa- 
tion par ^x, on a, dis-Je, a/" ~^'^ Qx ('2/ — 2 a):. 
De même lorfque x = m y il viendra en faîfant les 
mêmes opérations que cL-deffus, a m ~' = Q"x (zm— aa). 
Or de ce que l-^m =^ù.a , on a aI— 2a ^ t — m ^ 
& xm — i.a s=s m—ly donc x/ ~ =î Q x / — m , fie 
Am "' =w ^" X m — / : de plus la fuppoficion de 
l-s-iax-t-xxss donoe aulU i^x^^rrOj on aur% 
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donc **= — I , ou /^= — I , & m^ = — i , 6c 

par conféquent ^x/ — m = A/*"*^ ^,&Q*>c 

m — /ssAm*^"' ass j mettons ces valeurs dans les 

formules de ^ 6c de B, on trouvera ^ = — , 



Parles mêmes opératTons, en fuppolànt que p Sx. q (bnt 
les racines de i— 2^*-+-** = o, on trouvera- Cs= 



Z> = — i 



Pour trouver la valeur àç H i on fuivra la méthode 
précédente : car félon ce qui elf dit dans le Problême 8« 
*■ = H X 5" ; & fuppofant i-^x = q ou x ^ — i,oa 
a I =s H X 5 , lorfque » eft = o ou un nombre pair >. 
£c — I ^ H X S lorfque e efl un nombre impair. Mais 
puifque, comme on fait iH-* s= 5" x (i-f-«), on a. 
A**"' dx = dS X t-^rx-hSdxf ce qui donne 5"==*, 
lorfque i -f<-x == o : d'oCt on déduit H^ -^ , lorfqqe •■ 
efl un nombre pair en y comprenant le zéro , 6l H=^ 
— — ^ lorfque ' cfi un nofnbre impair. 

CLXIX, 

Si le dénominateur de la propoféc a cette forme t— x^^ 

en fàifànt le calcul comme plus haut, on trouve encore^ 

J? = — ''''"^'*''"^'' , fc G =. -i-r< éaat un nom- 
bre pait ou ioipair. 
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Remarqub. Si on avoit eu j^;;;-^t_i_ Jcc. en fujHi 
t>orant encore * = /> x^m, x^p, *==? &c. oa 
auioit eu les mêmes valeurs de A , B, C, D &c. 

CL XXI. 
I 

. Lorfque Loifque la fraflion eft > on fuppoferi 

lénomina- i-itx -f- ** 

''"i I — 21»*-+-*** = I — iax-^xx X I — xbx-i-xx 



X i-^2cx-i-xx &c. 6c par conféquent - 



- &c. Il eft 



^ 



aifé de voir qu'on auroit ict comme dans le cas que nous 

,1-1 -•-» i' 

venons de traiter, A = — , B = ■ — =. 

' "* Mais parce que i' — af** -+-*'* = Q x 

( I — 3 tf*-4-*«) , on aura en diSërentiant cette équation 
— 2fA**~*<i«-t-2A*'*~'</jr = iiQx(i — 2«ï*+-**) 

-1-Qx îxdx — 2adx. Faifant les mêmes calculs 

que dans l'Article CLXviii) cette équation, lorfque 
I — 2«x-*-xj: = o, &a; = /,fe change en i/*"' x 
( — 2t-t- 2/* )=Ç X {2/ — 2a) = (à caufe de ce 
qu'on a vu ci-deffus Art. clxviii. ) £ x / — m; 6c lorfque 
x = m , on a im*"'x( — 2t-4-2m*)=^' x 
2»! — la => ^' X m — l: mais puifque la fappofition 
de I — 2ax-^'XX=^o donne aufli i — 2tx -4-* =»0j 
on en tire tt^*x -^ -~^s i -^ — -,==/ -+-« ^ 
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|ca>:=x^-V-4- = '" -f.-^=am -4-/*, parce 
que / m = I ( Art. clxviii. ) j £c pac confëquent l^ =: 
■^ , & I»* =" — - Mettons cette valeur de i ( , dans 

m^ /^ 

les deux équations ci-deflus, on a a/ ~' x l^-^m^ = 
O X / — m , fic^m^"' X m^ — l*^ ^: 0^' x m — /; 
ce qui donne A 






i_ _ï , Le calcul pour trouver C , D &c. eft 

le même. 

Si on avoit \-^ xtx -^-x* ,on trouveroic les mémei 
valeurs pour A y B , C ficc- 



CHAPITRE XII. 

Manière de trouver algébriquement dans certains cas 
lesfaSeurs de x"h- a° h (/ex'"n-px°'^-(j. 

GLXXII. 

NOus avons vu ( Art. clxvii. ) comment on ttouve le& 
faSeurs de «'-(-«" 6tde«'"-t-/>*"'^-j, pat 
la divifiondun arc de cercle en parties égales. Mais 
lotfque la circonférence iè divife en un nombre de parties' 
xeprëlèntées par un des nombres de la progteffion géomér 
(tique fi}2,^>8,iS,on fait qu'une telle divifioiï 
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peut toujours fe faire géométriquement. Dans ces cas on 
peut afOgner non-feulement par la dlvîfion de la clicon- 
férence , mats même algébriquemenc les valeurs des fa- 
deurs. Quoique cette recherche ne foït pas ici abfolument 
nécelTaire , puifque la dîvîfion de la circonférence eil plus 
commode que la conftruâion algébrique , nous croyons 
cependant qu'elle fera plaifir à nos leâeurs. 

CLXXIIL 

Recherche PROBLEME, Ttouver algébriquement les faÛcuts de 

des faaeuri » „ , , , 7 ^ , , ■ 

de «"-1-4' * '^" ** i ^ étant un nombre de la progrelfion géometriT 

que 2,4, 8, 16 , &c. 
« eft un nom- Four réfoudrc ce Problême il &ut ttouver des fafleurs 
jgKffion*|é^ * * -^fx H-^j «*-+-A*H-( &c. où les coeflâciens /, 
x, 4^7, 'i« <?« ^ » * ^'^' foient des quantités réelles, Ôc qui multipliées 
^' l'une pat l'autre rendent la quantité ;!f"-j-a**. Soit par 

exemple *♦ -+- a*, on aura 

en multipliant l'un par l'autre les deux trinômes. On tire 
de cette équation en la comparant avec la donnée *• -4- a* 
i". /-t- A = , 2°. ^ -t- i H-/A = o , 3°. hgr\- if, ou 
{ à caufe de /= — )i ) hg — iA=î o , 4°. gi = «♦. 
L'équation A^—iA = o donne ou g^if ou /6=sao: en 
fuppofant A=o, on a/=o, g^ — i , 1?*= + *^ — *»*; 
& les faveurs font w « -*- K-*-^» , *;c — >^— u* ; ca 

gui 
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qui étant imaginaire ne hit tien connoitre. Mais en 
fuppofant ^5=ï| on trouve gssiaat i=sPijo,y=afl^^3> 
h = — a}/'3. , de forte que les Êifteurs font xx-\~axy^» 
•^aui XX — axV i.-^ aa qui ont la condition quon 
demande. On trouvera les compofàns de ces faâeuts par 
la méthode générale de l'Article fuivant. 

CLXXIV. 

En général **-*-«* (w étant un nombre de la pror 
gredion géométrique 1,2,4.', ^ t '^ &c;) ^={x~ -^ 
a* x"* y z -+-fl~)-x (w~-— B*w~ y^ 2 ^\- a*"), 
comme îl eft alfé de s'en afiurer en multipliant ces deux 
quantités l'une par l'autre. Mais il &ut outre cela fàvoit 
fubdivifer ces deux derniers fàâeurs en deux autres , fie 
-ainfî de fuite , jufqu'à ce que Pexpofant de x le plus 
haut foit ^ ^ ; c^eft ce qui fe fera de la manière fuivante. 
Je prends une quantité comme *"* -+- ç*" -+- a* dans 
laquelle m foit divifible par 4. Je cherche les fâ- 
ûeurs *~-V-^x^ H- a~ , x~ — ^ic ♦-+-<!" qui peuvent 
la compofer. Multipliant l'un par l'autre ces deux faâeurs , 
.il me vient *'"-+-2d^*~-t-fl'": je compare cette 

^ggx- 
quantité avec «"-t-f *~-4- d"*: cette comparaifon me 
âonnt 2(1"^ — gg = -le- q , donc g = -±V za^ — q. 
Pat où l'on voit, 1°. que fi 5 cft une quantité négative, 

Aa 
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g eft toujours une quantité réelle j a", que fi q cft pofitîf 
& <; 1 tf » , g fera encore une quantité réelle. On voit 
à préfent que les faveurs de x~ •^ a* x~ y^ i •¥• a~ , 
x~ — a*x*Ka-4-a~ font **":+:'*' *^ J^a — j^r 
-+-<i~. Se X* ^ a* **'*^a-+*j^2 -f- a" : car com- 
parant les deux quantités x~ -h a* x"* yz •+- a~, *' — 
a* ** V'a -f-tf^ avec *" H- j* •"-+-«" , 

on a I*. w ^ — 

donc ^=_:L 

& -=- = -=- 

a", on a j ^ + a» yx 

mettant cette valeur de m & de ^ à leur place dans l'é- 
quation trouvée plus haut ^ = ± K(2a" — q) , elle 
devient ^ = ± K( aa* -i- a* V x) = -t f''»* k 
yr (^x^i jTa) = + a« v^(2 + |/'2). Donc les fa- 
âeurs x'-t-^*^-t-a~ fie «■ — g**"-^»*^ deviennent 
*• + «î x^ k' (a — Ka) -t- «• fie «* + «î'xT 
t^ (,2-i-yi) -^-a' , qui font les fâfieurs de »''-+- a". 
On trouvera de même les produilàns de ces quatre â- 
fteu rs. Car ;^ fera toujours ou n égatif ou ■< a a ~ , puifque 
J^ 2±^î ± »^a ■± y 2. ficc. à l'infini eft < a . 
Appiicatioit Si pjf exemple , « ' -+- a ' eft le dénominateur de la 

aunexemple. _ *^ * 

fi:a£Uon , les compolàns lèront * * f4- ax *'^a -+- Ka -+- aa ^ 
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x' — ax K2--P2 + aa, 

CLXXV. 

Si au lieu de x' -ha' on avoic *" 4.^ x~^ a", 
alors 1°. ou f ell > ij > , auquel cas les fââeurs feront 
xi +-L^]/^lî-a" . x"- + -S-^y^tî -a'. 
que l'on dlvifera enfuîte en leurs faâeurs trinômes par la 
méthode de l'Article précédent ; ou bien 2°, a fera ■< 2 » ~ : 
alors les deux fade urs feront x"^ ^x*r id " — ^-t-a", 

&je~ — *'*K la* — q ^a* quife diviferont de 
même en leurs odeurs trinômes > 6c ainfi de iùite. 

CLXXVI. 

C'ell une chbfe aflez finguliere que dans le cas où h 
réfolution de x"-^ qx~ -^r a" en fcs fadeurs par la règle 
ordinaire donne un binôme compofé de *"-+-& — une 
quantité imaginaire , la recherche de ces mêmes odeurs 
fuppofés des trinômes donne des quantités dans lefquelles 
il n'entre point de coefHciens imaginaires) & au contraire 
que lorfqu'il y en a dans les trinômes il n*y en ait point 
dans les binômes. Cette remarque a déjà été faite pat 
M. Gabriel Manfredi dans un Mémoire imprimé parmi ceux 
de l'Académie de llnûitut de Bologne > tome .1. 

Aa ij 
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CLXXVII. 

En confîdëranc «* H- ^«~-f- a* == o comme une 
équation , fî on veut prendre les racines à l'ordinaire , 
on aura x" -hqx~ ■+. — qq = — qq — «"i donc *" 
'-« ?- + V^ ^ _ a" , ou bien « ^ = 

•+* K 2- H- l^ ^ — a " : & les racines tirées 

— » — ^ ^ 

des deux feflcurs *"*^*^r aa" — ^H-a", font 

T ï/" ^ 




deux racines précédentes r epréfentent les racines ^ 

» 4 

On voit par - là les y" imaginaires réduites à des y" : 
on TOft aufll comment il peut arriver quelquefois que des 
racines réelles fe piéfentenc fous une forme imaginaire. 

CLXXVIII. 

i'. Lorfque Toutc la difficulté de trouver algébriquement les divi. 

bre (impie- fcuts trinomcs de * " h- a " , lorfque n eft un nombre 

ment pair. f,[j,p|g|jjçj,t p^jf ^ c'eft-à-ditc , divifible par 2 & non pat 

4- , fe réduit à celle de trouver les faâeuis trinômes de 
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CLXXIX. 

Soit af *-*-«* le dénominateur de la fi^âion dont' on' Appiica»» 

à piufîcun 

demande les Ëiâeurs. Comme l'on fait que les divtfears- exemples. 
de X* ■+• a* , font *-h<i, xx—-ax -^ aa , ce qu'il cft Premier 
aifé de vérifiée en multipliant l'un pat l'autre ces deux ' 
feÛeurSj on verra que les divifeurs de »*-+-** font 
xx-^aait. *♦ -r- ad** -t-fl*. Â préfent les divifeurs 
trinômes de ** — aaxx-\-a* font xx'^ax)/' ^ -^aa, 
XX — axy,^ -^aa. Car fuppofant que ces divifeurs font 
xx-\-fx-\'aaf xxH-gx-^'aa; les multipliant l'un pac 
l'autre , on trouve 

** -+- gjc* -+- 2a*x' -4- a'fx -+- a^ 
-1-/*' -^ /^*" H- a'gx 
D'oii Ton tire en comparant cette équation avec x* ~m 
aaxx-^ a* 

I** g-^f = o 

donc S =' — / 

3°. on a %aa-^fg =« — a a 

Donc en réduifànt & mettant pour g f» valeur, on % 
^aa—ff^o _ 

Donc igf^^a^i 

& . . * g =x ^ay$ 

Donc &c. 

CLXXX- 

De même les faveurs de * '* -t- a '" dépendent de ceux Seconj" 
(te »'-+-a' qui font *-+-n, fie x^ -^^ ax^ -^aaxxr — "'="'P*^' 
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a* X -^ a* , Si on fuppofe maintenant que les divifeurs 
trinômes de ** — ax* -^aaxx — a' *-+-ii* font **-f- 
fx-^aûf xx-i~gx-h aa, allant les mêmes opécations 
que dans l'exemple précèdent , on trouvera 

«* ^"+-/=— « 

donc g = — *• — / 

a" aaû'hfg =» aa^ 

donc en tédui&nc & mettant pout g là valeur , on a 

ff-^raf — aa ^ o 
Donc ff-haf-^ Ji,aa = a' -h J_a' 

Donc f^\a = '-^ 

Donc enfin /= ^-f- ^^ 

& ^ = _i_4i- 

Donc les feûeurs trinômes de ** — «*'•+-(»'*' — a* x 
-4- a* font ** — / -^ ^-^ \ x -^ aa fie xx — 

/ -f_ _^_ iîlï \ j; -+. aa ; lefquels étant multipliés enfuite 
pat x-\~a f rendent x * H- (j * . On peut obfervet en paf- 
fant , qu'en multipliant l'une par l'autre les deux quantités 

— — H- - — ^ , & — - t le produit eft a <» . 

On trouve le même réfultat en mettant dans réquatioa 
ff+af — aa^ o les valeurs àc ff Se de f ea g , 
à leur place : donc f àç. g, Ibnt les racines de l'équation 
ff-^af—aa — o. 

C L X X X I. 

On peut encore « fî ron veut j faire la divilloa de x '* r-* 
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ax^ ■+• aaxx — (•'*-+-** pat **-+■/«-+■ «a , & on 
aura au quotient xx — {t^-i-f) x-^afrhff, 6c pour 
refte on trouve — f^x — af'x'ha'fx — a*f* — a*f 
-f-o*< Suppofant ce reAe =0 , nous avons l'équation 
ff-haf — aa=o la même qu'on nent de tiouvcx ; 
fon autre fa^ur eft — aa — /* , 

CLXXXII. 

Remarque i. En fe fervant des méthodes que nous Lesfââeun 
venons de donner pour trouver algébriquement les feâeurs ^^ ^ — 
trinômes de «"rt^'j o" trouveroit ceux de **" + îc trouvLt 

m , p3i les mé- 

pX -t-f. m« procédé, 

CLXXXIII. ,« ceux de 

«"±«'. 

Remarque 2. La circonférence du cercle pouvant 
Être divifée géométriquement , c'eft-à-dite par la règle Ôc particulières 
le compas > non-feulement en 2, 4, 8; &c. màs encore ced"^""^"^ 
en 3 , $ f If parties égales , il s'enfuit qu'on pourra af]^ 
gner algébriquement les &âeurs de x*'"-^px'" -^q flc 
de «"-+-4" Don-feulenient lorfque w, ou «=?= 1 > 3 , 4, 8., 
comme nous ravon^s vu plus haut , mais fsncote toutes les 
fois que m oan feront des nombres égaux à 3 , s > *S 
multipliés pat quelqu'un des tetmes de la pri^teOloa 
géométiitpe 192,4, 8^ i5, Sx,c^ 

CLXXXIV. 

Remarque 3. Tout ftaeur *''"-f-***"'-h^«'^-f-^ 
pourra toujours £c réduite au cas généraL Cat oa poutn 
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ipi Traîtb' dv Calcul iste^cral. 
toujours regarder ce &ûeut comme une équation du troi- 
fieme degré compofëe des deux fuivantes x " -4-^ , & x ^ *" 
^ hx"''^i : g t ^ t àc l éunt des quantités réelles. 

De même tout ÊÛeur » * " -h ** * "■ H- « * *" -+- «c ■" H-/ 
peut êtce regardé comme compofé de ces deux faâeuts 
trinômes ***" -4- ix™ -4- ^, **""-+- îx"* -+-^ , dans lef* 
quels les coefficiens feront réels (Art. lxxxiii. Introduit). 

Enfin x^"* -h S peut fe réduire en deux fadeurs 

l'un quattinome , l'autre Ample où tous les coefficiens 
feront réels. 



CHAPITRE XIII. 

Des diffirentlelles qui peuvent Je ramener à des 
JraSions raùonelles. 

« - CLXXXV. 

IL eft évident par les Chapitres précédens que toute 
fraâion rationelle dïflKrentielle non intégrable algébri- 
quement, dépend pour fon intégration de la quadrature du 
cercle ou de l'hyperbole, ou, ce qui revient au même, 
de la reâification du cercle ou de la parabole. Donc tçute 
différentielle qui par transformation pourra fe réduire à 
des fraâions rationelles , s'intégrera ou abfolument, ou 
par les mêmes quadratures ou redtfications. 

Nous allons examiner ici les cas généraux dans lefquels 
cette transformation peut fe faire avec fqccès. 

ctxxxvi. 
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I, Partie, Chaf. _XIII. isf 
CLXXXVI. 

1°. - — ~ deviendra rationelle en fuppofant x' = z . ^^^J^, 

^-. ^ r , r-i j o " "* les plus jîéiié- 

Cat on aura »^2 , i/* = rz dz, &» == s • lalrajmpeo- 
ÏDonc en fnbfliniant dans la ptopofée pour x & dx, leurs "^„™,à- 
valeurs en z £c en Ji: , on aura la transfqimëe fuiïante^^j ™'^ 

~ ~ , qu'on voit bien être une fi:a£Uon rationelle j 

m , r j Si. n étant des nombres entiers. 

CLXXXVII. 

2^ La transformation réul&ra dans les différentielles qui 
t 1 
contiendront . tant de puiflances x^ , x" > dcc. qu'on 

voudra Tans aucun autre radical. Pat exemple , fl j'avois 
x' . x'- . x'' . dx 



t -+-/*' 



- , je donnerois à la piopofée la forme 



x''^^'^ijx . 
fuivante — ^ — : je réduis enfuite tous lesexpoûns 

'"*"/* - 

fraâionaires au même dénominateur ^, & je fois * ' = z, 

£c par conféquenc x^z^ , dx^^s qz^~^ dz . Parce 
moyen tous les radicaux dlfparoiflent > fie la fiaâion ptopofée 
devient tatioaetle. 

CLXXXVIII. 

5^ Que la fra^ion ptopofée contienne au numérateuc 
■"— it 

{îTTî}* ' {ï+7t} " > ^^ »""' radicaux, le 

B h 



=, Google 



i^f Traita DU Calcul ittrE^okAi, 
dénominateur étant toujours e -4-/» , on la téduiroît an 
cas précédent en. falfànt A ^ = z . 

CLXXXIX. 

4°. A plus forte raîfon H elle contenoîc fîmplement 

T ■ » 

C X c. 

j: 
■5*', Si j'ai à intégrer — ~ j je mets d'abord 

cette fiiaâîon fous la forme fuivante ■ . Je la 

multiplie enfuite haut & bas par * *'' j ou pat (d-+-Aar) '' . 

Soit à préiènt — ^ ou = z » pratiquant le refte de 

l'opération , on parvient à une transformée ratîonelle il 
^''^ "*" - ^ eft un nombre entier. 

CXCI. 

(T. En faifant * " = z , on ramènera au troîfieme cas 
la fraûion fuivante , » fie 5 étant tout ce 

quon voudra. 

C X C 1 1. 

7". Si la différentielle ne contient point d'autre radical 
que (tf-t-i* -+- cxx)~ i m étant un nombre impair, 
alors on la pourra réduire en fraûion rafionelle." Car pour 
dégager de deflbus le ligne radical ce ^uï en peut être ôté jg 
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I. Partie. Chap. XIII, i^f 
on changera le radical en y^ S—-^ ~-±xx\ .Ovon 
eonnoît pluHeucs façons de faire évanouir ce radical. i°. Si 
on a -+-«*, onfuppofera *-t-2=« J/ _f__+, ÏL^xx , 

ce qui donne en quarcant x* -4- a*2-h zs = ■- — ^" 
~ •+• XX , & en réduilànt * = ''" ~ -- . i°. Si on a 



.!— * * on fuppofera le radical \< V "^ "T — * * =^ 
y f-+-x X *^^ — *, ou '^ — /-+■* *< ^ ^-^** Je fais 
à préfent K±/-hA' x K^ — x = (^ — *)s> ou 
(K^ — * X ï^^ — *) z , j'en tirerai ^ •±/'+-x =^ 
z*^^ — X i donc ■+f-^x =s {g — *}_zz; donc *H- 
*zz = gzz ^f, & enfin x=^^^~^. 

CXCÏII. 

8°. Que l'on ait dans la fraÛion différentielle propofée 
(ii-t-i*)~ & (f-f-/x)"» fans autres cxprefiîons radicales, 
m 6c » repréfentant des nombres impairs , on là réduira 
à la précédente , eft faifànt c-^fx ^ zz, ce qui donnera 

cxciy. 

■ p". Si la fraftion a pour numérateur X . (iï-|-^*)~, 
& pour dénominateur X' {f-\~gx)~ '4- X" {c~^kx)~ 
(X, X' f X' défignant des fondions rationelles quelcon- 
ques de X ) j on multipliera le haut & le bas de la fî'aâion 
pat X' (/-i-^*)~ — X' (c-hA*)'", On voit, que pat 

Bbij 
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iprf Traite^ DU Calcul jvt^gral, 
cette opération le dénominateur devient X' x X' (/-f-^*)-'* 
— X' X' (c-^bxY quantité qui n'a plus de radicaux^ 
& le numérateur fc téduîc au cas du N^ 5* 

CXCV, 

' ro". Si la fi-aâion propofée a pour numérateur une fon- 
fUon rationelle de x* £c pour dénominateur X'^X^ 
(«-+-A*)~-t- -¥' (/-*-^*)~> on la réduira à la précé- 
dente en multipliant haut & bas pat X-h X' {a-^èx)"^ 
^X'.{f-^gx)r. 

CXCVI. 

1 1". Quand la fraâîon aura pour dénominateur X .' 
{c^fx't-gxx)~ -h X^ {■a'^hM'^cxx)'* , on la ré- 
duira à celle du N^. 7 en multipliant le numérateur 6c 
le dénominateur par X » (c -h/x ■+• gxx ) ~ — X' 
(a + ix-f-fxx)". 

cxcvir. 

Enfin fi la propofée contient y f a-^hy'c '^•ey^y 

H- 6cc. ( f^^* ) ** f ■'' ^""' "" nombre entier pofîcif 
oit négatif, a, b, c, &c. des confiantes, fie m, n,/, &c. 
des nombres entiers pofîtiË ou négatifs , on poutra faire 
diipatoître tous les radicaux Tun après l'auue , en fuppofant 

la quantité y (fl-4-Av'cH-&c.) égale à une quantité- 
fimple 2; ce qui donnera une valeur rationelle de x en £>■_ 
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par le moyen de laquelle la différentielle donnëe pourca 
être changée en &aâion rationelle. 

CXCVIII. 

R E M A R Q,u E. On pourra fîmpliBec quelquefois la trans- 
formation. Car x"'* dx multiplié par une fonûion ratîo- 
nelie de x " , n étant quelconque , fe réduit ^ une fraâion 
tationelle , en &ifant x " ss z . 

Et en général fi ci-deflus on met par-tout x ~ d» 
pour dx, & *" pour x, il n'y aura qu'à faire «"ssazj, 
6c on retombera dans les mêmes cas. 

CXCIX. 

Voilà ce qu'il eft important de lavoir fur les frayions Conciufîon 
rationelles différentielles, 6c ce qu'on peut regarder comme garde 1« tn- 
ie réfultat de ce qu'ont écrit fur cette matière M" Ber- nen"!. ""*'' 
nouUi , Cotes j & plufieuts autres. Voyez Mém. Acad. Qu^j, ^^^^ 
Berlin 1 74^. Au refte l'article des fta^ions rationelles eft ^". auteur» 

' ^ QUI ont cent 

un des plus importans fie des plus étendus de tout le Calcul *!"■ «"c «a-! 
intégral , fie la manière dont on l'a traité tci pourra être 
fort utile aux commençans. 
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CHAPITRE XIV. 

Des différentielles quife rapportent à la reBification 
de Vellipfe ou de l'hyperbole, 

ce. 

Quels font IVI , Maclaurm dafls fon Troitf (iw F/a>:io»j fccond vo- 
ies Géome- -»•»-■■ 

très qui ont lumc , page 22y. a donne quelques recherches fur les diffe- 
cette matière, rfcntielles réduaibles à la reaification de l'ellipfe & de 
l'hyperbole j mais fon travail fut cette matière n'étant pas' 
complet , M. d'Alembert l'a continué dans la féconde 
partie d'un Mémoire fut le Calcul intégral imprimé parmi 
ceux de l'Académie de Berlin, tome 4. C'eft d'après ces 
deux grands Géomètres que nous allons expolèc ici ce 
qu'on fait fur cette matière. 

CCI. 

l'.Eiément Lemme 1. Soît un<î clUpfe dont le grand axe Aa'=^ta* 
tiondimeEi- le paramètre =/», fuppofons que les coupées O , Ki &c. 
granii axe eA prîfes depuis le Centre Kfont x y les ordonnées fiC, e» , ^y 

14, &lepa- ,,. . j 11 II- /• i< 1» ' 

ramctre $ . i cquation de 1 elhpfe lera — y y =x aa — **, ou a ayy = 
Figure 6. aap — pxx . Prenant les différences il vient ^aydy = 

— xpxdx eu X~-ydy=s.^~xdXi d'oCi l'on tire dy i=x 

— - — Sx. dy* =a-i-i-— </*•:= — Cl — ^ dx' , = (en 
mettant pour idy^ là valeur) — f^ — dx' , Subftituant 
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I. Partie. C h a p. XIV. jpp 
cette valeur de dy ■ dans la formule { de l'Art. <; i . ) (J» «s 
Kdx* -k-dy^ , dn trouve du:s=sy^dx' -^pxxdx* ^ssidx 

y 1 -+- pxx =^ dx yp X * — zax^ ~\- za* t & en 



divifant haut & bas pat a d , on z dx 



" aa- 



- d X V a a -h —"'''•« * pour l'élément de rellipfe en 



VTT- 



queftion. Par la propriété connue de Tellipre on aura %p a 
égal au quarré du demi-axe conjugué. Donc fi Ton fait 
-î- =^, le quarré du même demi-axe conjugué fera 4qaa. 
Soit à préfent aa-^ {a — i ) xxx != azj on aura **=s 

, Z X tf * = — - 3 dX ^ 



zl^TT-- 



fublUtuant cette valeur dans l'équa- 



tien du — dx ^ç/a\x) — » °" ^"" ^^ 






CCII. 

* D'où il fuit qu'en général — — ' - * ■ dépend de la Diffcremiene 

Vfz - zz - gg juicn JcpenJ 

leûification d'une ellipfe dont ir cft un des demi-axes , "n'n<^'i"'e- 

' " ment. 

Sx. dont l'autie demi-axe que je nomme r doit être tel 
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200 Traite' du Calcul iNTs'oii^t. 
que fr — rrssx^g^ En effet, en comparant les deux 
dernières différentielles entre elles terme à terme , on a 
qaa=agg-y qa-^ a=^f, ou qaa^=ifa — aa; donc 
fa — aa^ssggf ou à caufe que a ( hyp. ) = r i gg^^ 
fr — rr , le fécond axe eft do0C — + J^ ^ — gg. 
Car fi on multiplie cette quantité par/, Ôc fi on lui ajoute 
fon quatre , on trouvera gg après avoir effacé les termes 
qui fe détruifent. Il fuit aufli de là que les abiciffes x 
prifes depuis le centre doivent être telles que rz^rr 
-h — — I . ** : car nous avons plus haut aa-+'{q — i ) ** 
= rf2 : or a =?r , aasssrr ) qaa^=ggi donc ^ = ^ 

CCIII. 

Remarque i. Si jy étoit <. 4^gg t la valeur de r 
feroit imaginaire , par conféquent l'ellipfe le feroît aufll. 
Mais alors la différentielle propofée (èroît imaginaire fie 
fans intégrale ; ce qui eft évident , puifque dans ce cas 
Vjz — zz — gg feroît i maginaire , cette quantité fe ant 
la même que celle-ci J/^ -^ ~^gg — -f — * V *■ 

C C I V, 

Remar que 2, Il ett clair que — — gg ^ — — 
fr-^rr =^ — — r .Or comme par la remarque pré- 
cédente J^ £^ — gg — {-^^ z\' doit toujours être 

réelle, il s'enfuit que )^^{X — rV— {-f — ^}* 
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"bu y^ ^r ~-\ — S% {~1-*) félon que t tx. z 

font <; ou > -f- ) doit être aufli réel : mais fuivant ce 
qui eft dit ci-(îeflus,/r — rr=^^ ou — — — ssa^, 

ou-f r = H» °"'^ — H''""r* Doncfir<{i 

on a r <: ^ -+- — , ce qui donne rr <.gg & ^ > i ; 
^ — 1 eft donc une quantité pofltive. Dans ce cas l'é- 
quation rz=:rr-+-/ — — iX xx peut fe clianget en 

rz=:rr-^hxxs ou z=rH — — , d'où îl fuit que z>r 
ce q ui eft d'ailleurs évident , puifq ue dans ce cas on à 
J/^|Z_rj.*— |-f — zj.'. La valeur îll^ de 
X X fera donc pofitive , donc « fera réelle. Si r >■ -~ , 
on aura r >• — -4- — > ce qui donnera rr'>-gg & ^ < i ; 
donc — — I fera une quantité négative : on aura donc 
r 2 = rr — hxx., ou z = r ^ , donc z < r\ ce qui 

fuitencorede ce qu'alors on a ^ /r — -jV — /z — ^V. 

La valeur ^tT" ' *™ " J* àe xx fera donc encore 
pofitive , la valeur de x par conféquent fera encore réelle, 

ccv. 

Remarque j. Nous avons vu ( Art* ccii. ) que la 
valeur du fécond axe r de Teliipfe étoit ^^ J/^ ^ — gg» 
On peut donc prendre, pour, r Tune ou l'autre des deuE 
valeurs ^ + Kf - ^« ou i _ J^il-gg, 
Mais cela ne réduit-il pas la différentielle propofée à la 
leâification de deux ellipres différentes f D'abord on feroit 

Ce 
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aoa Traite' DU Calcul i»ts^g»aù 
tenté de le croire > fie par ce moyen on ttouveroit un arc 
d'ellîpfe égal à un autre arc d'ellipfe. Ce qui rend encore 
la chofe plus vraifemblable , c'eft que ces ellipres ont un 
axe commun g . Mais en y £ûlànc attention on reconnoîcra 
que ces deux elliplès font femblables , ^ eft le grand axe 
de l'une , fie le petit axe de l'autre. Et en effet l'dquation 

donne cette proportion — H- }< — — SS ' S '• S ? 

-T^P^^-ggi doncficc. 

CCVI- 

Figure 7' Lemme 3. Soîc URC hyperbole dont le grand axa 
/°*u'"âm* ^^^ ^^^ t *^ paramètre =î^ , les abfcilTes * étant 
cation d'une prifes depuîs le centre. Soit l'équation de cette hyperbole- 
hyperbole 14 *^ JS^, 
dont le pra yy=s=*ar — aa, OU 3ayy^=pxx — aap. Diflëren* 

micr axe eu f -^-^ , . ., . , , ,, ^ 

»«, dclepa- tiant cette équation y u vient ^ayay^npxdx, don 

1 on ture dv ^ -^— xâx , oc dy* ^ ~ = -^-^ 

s— f'"^"' ■ fiibftituant cette valeur de i^y* dans Ja 

1 « j( X - z d > -^ 

formule de l'Article xci, du:ssrdx*'^dy', on a 
•^^'•-^Zliiii;, ou ., '^ — ::-;" , ou enfin 
dx y — "*" « * — a* pour l'élément d'une hyper- 

bole dont 2 a efl le ptemiet axe , & ; le paramètre de 
<cet axe* 
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Faiiànt comme plus haut — = ^ , fie ( ^-H i) va xx — 
aa = aZf on changera par les mêmes opérations que 
celles qui ont été faites pour rellipfe , la dtfféientieile pro* 
poféc en celle-ci — — J'_J' . . Dîfff«nd.ii« 

*y t«« -*- — î- X «-î«4) 5„iendépefla 

On trouvera de même que — ; dépend de ment. 

la reSification d'une hyperbole dont le fécond axe = 2^ , 
8C dont le premier axe 2 r doit être tel que rr — gg=a-4-/r. 
Les deux demi-axes font donc g ^ fie f^-+--^-+- 
f^ ~~t-gg • Les abfcifles « prifes depuis le centre , ^ 
caufe âea=^, font égales à-h ^^""^"^ , 

C C V 1 1. 

Remarque. Si on prend l'hyperbde par rapport à Ei^memdt 
fon fécond axe i?K(i, nommant ce fécond axe 2^^ le iï/^jj^ni 
paramètre de cet axe » , l'abfciflê prîfe fur le fécond axe * , mw/*^"'"* 
l'ordonnée parallèle au premier axe^, l'équation de l'hy- 
perbole par rapport à ce fécond axe fera —yy^xx-^-ihi 
fit en faifant les mêmes opérations que pour le premier axe> 
on trouvera dit = dx y -T"!""*"' i- *x-\-bh'. faifant 

■^=sf, fie (^-4-i)x*jr-+-^i = è2, on trouvera la Donne it 
même transformée que ci-defTus ; on n'auroit donc par rentieiie que 
ce moyen aucune nouvelle diffirentielle réduûible à la ^ ^'"^' 
leâifîcation de l'hypetbole. 

Ce ij 
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CCVIIL 



DiffïreniieUe C OR.0 L L AI RE, Si la difiFércnticIIc ptopofée étoît 

£u dépend de j^ ^^ ' ' 

redifica- , en Comparant cette différentielle avec 

jôon de l'h)»- Vxx-gg 
perbole éf^âr dx Vz 

latere. — ■- OH voit que f^ o > on aura donc r r — 

y—gg±f» ^. \ 

gg::=Q OU rr^ggy c'eft-È-dire que les deux axes font 
égaux ; la propofée fe rapporte donc à la leâlûcation d'une 
iiyperboie dont 2g elï l'axe^ 

CCIX. 

Avtn diffî- Poui trouver Fintégrate de ^' " — — ^ 

Knâelle qui Vb b +fz - zx 

k ramenée -i c • i* -i i bbdu i>^"~ - 

la reaifica- Je feis 2 = — , cc qui donne dz^^ ~ ^ K « ==== 

tion de l'hy- ^ — 7-7 ^ b* 

jciboie. " li , OU -T=r ; zz=s — . Mettant à la place de 2 j. 
^ 2 j z « leurs valeurs en « , on a — ' ' — = 

l^éb±fz - SX 
. lidu _£_ ihdu _b_ 

! enfin 



— ^ * . Cette différentielle eft fa même- 



que la fuivante — rr=. — . ■ — -tr- , 

*V u.Vuu±fu~bt »^«« ±fu- hi 

La première partie de cette différentielle s'intègre fans 
peine. Car on a . -u'du -Uiu _ _ -u^ du-tbd. 

uV u .Vuu±fu~bb. w.' l/'uu ■*■ fu-b.b 

=^ -^ = — " "- , dont U eÛ aifé de 
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trouver l'intégrale. Cac faifànt «+/ -^z, on a 

du -\ ^ dz i donc il vient = dont l'intéerale 

cft — 2)/2 ; donc en remettant pour z èc dz leurs 

valeurs j l'intégrale eft — *■ — ■ " ■ ^'*~ — . L'intégrale en- 
y w 

tiere cherch& eft donc — ■'^""±/'-*' -i-f_ £i!iCZ- . 

K. Vuu+fu.ib 

Or ce dernier membre qui eft fous le figne /eft réduaibl* 
( Art. ccvi. ) à la reâiftcation d'une hyperbole dont les 
deux demi-aies font i , & + -^ -t- ^^It^a, Donc 
la diSërentielle propofée eft réduâible à k reâificatîon 
de l'hyperbole. 



CHAPITRE XV. 

£)es différentielles dont rintégratim dépend à la 

fois de la reSification de l'elUpfe & de 

celle de f hyperbole. 

C C X. 

Probiehe 1. I Nt&rer ■> Premier 

Solution. b'±fz — zz ( les lignes de 4* & "i^ 
de z z étant différens ) a deux racines réelles y l'une poli- 
live & l'autre négative. Je les repréfente par a — z., 
»»•+- z ; la propofée devient donc -7= — ^ 

lis f m -f- » « ■> 

s^ X" < — — *• — 1. sa» 
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ao« Thaitr'dv CjLcut iwtï'oj^i. 
en âifànt les léduâions ordinaires ^' *'"->-' 



Or le fécond membre de cette différentielle s'imcgte 
( Art. ccix. ) par la reaification d'one hyperbole dont les 
(leui demi-aies font « & •+- -i -(. ^^ en fuppofant ^ -4- 
W = y*/*, & par conféquent \/^ l— ^ ^^ _ ^ , Pou, 
intégrer à préfent le premier membre de la différentielle 
tr ansform ée , je fais m -4- z = » ce qui donne i". Vie = 
Vx — m, i°. dz=dx, }•>. Va — z== Vm-t.«_x. 
Subftituant toutes ces valeurs on a ''' — 

,v-: 



Cette différentielle fe rapporte à la reaification de l'ellipfe 
(Art. ccil. ) : la comparant terme à terme avec la différeiv- 
tielle de TArticle ccii. ' . 'V' . , on a »> x a-4-m = 

V J*- ZK -gZ 

£g i « -+- 2 m ^/; les deux demi-axes trouvés ^ , & — 
•+• y — — gg deviennent donc V m {a-^m ) & 
tf ■+- im. -t- V aa-^ A,am-\- ^mm — am — mm , c'eft- 



à-dire, V mi^a'^m) & a-t-m. Pour trouver à préfent 
ceux de l'ellipfe en queflion ici , il 6ut chercher les va- 
leurs de d , 6c de m . Pour cela j'ai d'abord l'équation 
fuivante *^ii5±/ï — zj ^ >^(a — z)(m-^%) \ ce 
-qui donne par la compaiaiibn terme à terme am=^âé 
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I. Partie. C h a p. X V. 207 
& a — m^-^/. Nous avons encore fuppoft ^^-i-iA*» 
^y1 , donc^ = ^-^ — bb^'AA — am^*^A/i — 
*"ï±/«j ce qui donne •±_ -p-+--^ = *. Menant 
cette valeur de a dans a — m t=»/, on aura H;: ~ -H 
A — f^ssm ou m^s'^ -p -H- ^ î donc a-(-m=s 

^/ a -^ . / >* + -^ 1 qui font les deux demi-axes de 

reUipfe cherchée. 

C C X I. 

dz 
Corollaire. Si l'on a -— :: — — . îï fiiit 

eflâyer fi par des transformations on ne peut pas ramener 

cette différentielle à quelqu'un des cas précédens. Pour 

y parveliit, je fais z = — ; ce qui donne en &ifant les 

mêmes calculs que nous avons déjà faits ( Art. ccix.) la 

transformée . . _.. qu'on voit évidemment 

Vli . V bi±fu-uu ^ 

s'intégrer par le Problème précédent , & dépendre de 
la reâiiication des mêmes ellipfe & hyperbole. Les demi- 
axes de l'hyperbole font t flc ^ -=^ H- >< , ceux de l'ellipfc 
font ^ 2AA — Af âc 2A . On fuppofe toujours A=? 

CCXII. 

Remarque. Il eft bon de &ire obretver ici de quel kirë<giiciiiu' 
ufage fréquent font les transformations que nous avons Si™'" 
enfeignëes dans le commencement de ce Traité. Elles tS,2Sl^" 
<bnt , pour alnfi dite , la clef de tout ce Calcul , du moins "^^' " 
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ao8 Traite' du Calcul iwte'gx'jl. 
le facilitent-elles extrêmement. On voit auflt pat les exern- 
ples que nous avons donnés jurqu'lci comment on ramené 
les difFérentielles dont on cherche l'intégration à d'autres 
différentielles dont l'intégrale nous eft connue. Nous en 
allons encore donner des exemples. 

CCXIII. 

Autrwdiffif- Problème 2. Trouver l'intégrale de— ^^ — -— — .' 

rendelles qui V x . Vxz -\-bb ^/z - 

font dans le SOLUTION. Ce Problème a deux cas , le premier 

cas dei pricé- ' * 

dontcs. lotfque le trinôme zz-^- bb-^fz a fes racines réelles, 

le fécond lorfqu'il a fes racines imaginaires. Examinons 
ces deux ç^ féparément, 

P R % M i z R Cas, 

torfque zz-t-^i+/z a fes racines réelles , je les 
reptéfcnte par z-+-mj & z-+- n , quand il y a -^fz; 
& par 2 — m y z — n , quand il y a — fz . Je fuppofe 
ïï >■ m , fuppodcion que je puis toujours faire. J'ai donc 

dz d z £. -. 

■ Soit 



K:^m==iH ; on a dz'^dn i y^ z =s:^ ^ u^^ m y & 

y^z + w = y'u H^ m Hh « . La propo(ée fc change donc en 
du du 



Mais comme ( hyp. ) « >- m ; la transformée peut être 
repréfentée par— :rr — . " — . Elle s'intégrera donc 

V a . Vuu ± ku- qq 

( Artjclc ccxii. ) par la rçftific^tion de l'ellipfe fie de 

l'hyperbolç 



,y Google 



I. P A K T 1 E. C H A P. X V. ao» 

l'hyperbole à la fois. Comparant cette dernière différen- 
tielle avec celle de l'Article que nous venons de citer i 
on trouve q ue les dem i-aies de l'hyperbole font ici q, & 

"f- H *"îî> ^ 9^^ ^^^ demi-axes de rellipfe 

font - '^'^f^l & y ^ {"+??} + ^"^ J^ 

= K , »'^T7, X K 5: 4 + ^?^f ' 

Comparant à ptéfent ■ ' ^ aveo la trans- 

formée — '^ ,' on trouve ' 1°. dans 

l^« . V^xz + az + mx -t- mn 

le cas de -t-fz . . . • m» = ii 

ao"<: •. • ■ " — ";;r 

& m -4- »=/ devient mm -4- Ji = fm 

ou bien . . mm — /m -t- '^ = ^. ■" * * 

ou ........ . m^J^^y'^^bb^, 

& par conféqnént . . . . » = -{^ + -^ ** 

donc à caufe dem-<oona m:=-^— -^ i* 

& „ = x+»'2-r7* 

donc en fuppbfant ii- — W = AA, on a »» = ^f -^ 

.... .^■==-J--^A. 

Comparant maintenant la transformée ^^ -^ — ■_ 

Dd 
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avec -T= — — r on trouve dans le même CM 

de -4-/2 . . . . — a m -+- » = i 

donc — = — iw-t- — 

ceue comparaiiôn donne aufli •~mm-f-m» = ^^ 



donc î "= J^ — fflm-Hmfvy 

& en . mettant pour m te n teuts valeuis trouvées ci- 
defltts, il nous viendra ... ^ sa y/A — aAji ; 
on a aufli ^ — rati-v-m'-t-y* =■ — -t- j* 
oubien .... i-! _ j-^- j- = ii h- jj. 



Les demi-aies trouvas de l'hyperbole ^ 8c ' -1- ^ — -\-qj 

font donc j = V /A — îAA 

& , , , , , , , — m^n =s iA , 
Les demi-axes de l'elliplè ibnc n ss -^ -t- ^ 



2°. Dans le cas de — fz, ^ifant les m&nes cakub 

que ci-deiliis> on trouve mu ^ ht 

»>-<-» = f 
- !un-^a ^c r-k 
wntn — tf jn ^s ^ ?^ f 
donc . • • • f = *^^/-^ — a.4.^ 

«^ •^^-^îî = -^. 

Les demi-azes de l^yperbole font donc 
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k m= -{-—A: 

ceuK de reiUpfe font • . . . n ^=» ~-\- A 
& ynx^f — w-h-^H--^\ ssa y nn — mn sa 
V-S^-^fA-^AA-^^j^AA^^y^^AA^fA)^ 
Si dans le cas de — /z , au Heu de fuppofec qne les 
caclnes Ibnt z — m» tk z — n^ on les fuppofe m — :£« 
& » — z, COTnme on le doit £gte lorfque « ■< m & ■< « 
( n étant toujoais fuppofé >• m) on fera dans ce cas 
m — z = ï , & aptes les réduâîons & transformations 
ordinaires on aura -7:= — — - , ■ . ^ .., ^ >. qui & rap- 

porte à la différentielle du Prdblftntf i.'Ait. Ccxî '' 

- Pratiquant ici les mêmes calculs que nous avons Buts 
plus haut 9 on trouve . • . . . . mn ■ss^ bb 
m-^n =/ 
* (» — m) =s qq 
am — n »= ^i. 
Ces équations donnent un téfultat qui eft le même que 
le précédent. Je paiie au cas oii les racines font imagi* 
naires. 

Second Cas, 



Si zz+/z-4-i* a fes racines imaginaires ^ je com- 

ea 

pu 



inence pu Ëiiie évanouit le fécond ternie , en faifant 



DJij 
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te qui donne «z = »»+/»-+- ^ 

Ja = d u 

Subftituant ces valeurs dans la ptopoEe , on a 

■ — , & en fuppoiknt ^ — ii 

« ^^^, on a ^_^ ==. JefàJsen-i 

fuite . . . ■ i i . , . » -(- y uu -^-A/i = t 
oa ... 7 ..... t — « = Vif« + /4^ 
& . . . . i . tf — 2ri(-t-«« = »» -+*-'^-^» 

ponc < • == — — — 

iu = {tt^yiA) x^ 

. . . f^^ =. iliip4^' 



La nouvelle transformée fera donc .. _ =: — 7— ■ 



{^^^} 



t^*. >^* . 



it . Vi \/t 



v(tt-AA-:^ft) ^ fti-hAA-j vt.y.y in - ^4-; 



= , qui 6*in 
. ccxi. 
Sii<^-—, aulieudez-J--^=*»,'on'feni^—- a;«=»i 



B= d ty % — ■ s'intègre pat le Coroliairp 

V i .V.,- AA+fi 

du Problême i. Art. ccxi. 
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& «n fuppofant *^««-H-^y3r — » t= t , la transformée 
ièra — s= — * — , qui s'inteere de la même ma- 

V7. Vit~AA-t-ft^ ° 

niere que la précédente. 

Pour ce qui regarde les demi -axes de l'ellîpfe & de 
l'hyperbole dans ce cas , nous ne nous arrêterons pas à 
détailler tous les calculs néceflaires pour les trouver > le 
leâeur doit être fuflifamment exercé à les faire lui-même. 
En fuppofant, comme nous l'avons dit, — — M = — ^j4^ 
il trouvera que les deux demi-axes de l'h yperbole font -^ 
& ^ 4 ■** * » ^ ceux de lellipfe ai, & *^a*x(:4; {--+-*) 
^ Vibb±bf, 



CCXIV. 

le . ./'.■ , . 

exemfle. 



Problème î. Trouver l'intégrale de ^^ .^(/»lt^-,,] ' Troifîeme 



Solution. X^ qu antité "^fz — bb — zz p eut avoir 
cette autre forme J/"-^ — bb — S-^ — ^\ ' ^" ** 
confidérant fbus cette forme , ,on, remarquera que 
il — ç&<^bby la différentielle propofée efi imaginaire « 
& par conféquenc fans intégrale ; donc pour que le Pro- 
blême foie poffible , il faut que fz — bb — zz ait fes 
racines réelles. Je les fuppofe a — z & z — c, la propo^ 

dz d z 
fée fêta = -_ , i 

VT. K(J-») X (*-<:) Ka .Vaz-i-ez-zz-Me 

Je fais a — z^ss u t donc dz = — (2» , &c ; après les 

opérations ordinaires on trouve la transformée 

, — du — du 
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mais a doit toujours ètn fuppofé >-r, car s — z & s — « 
doivent toujours être pcfitlâ ; Ci l'un des deux étolt néga:ift 
h difTérentielle feroit imaginaire , ce qui eft contre lliypo- 
tfaefe. S'ils font tous deux négatifs , il les £iut changer en 
z — a. Se c — z qui ne différent de a — z £c àc z — c 
que par le changement des fîgnes ; donc a>z £c z'^c, 
donc a>c i la propofée peut donc être fuppofée égale à 
--^ — . 1 1 qui s'intègre par le Problème 2. 

Pour trouver les demi-axes de l'elliplè ta de l'hyper- 
bole ) j'ai d'abord en comparant les deux premières diffé- 
rentielles a^^C rsif 

ac ^ bb , 
Je compare enfuite les deux dernières j cette comparùfon 
me donne . • « . • • . . a a — ac sss gg 
i.M — c ^ — k 



aa- 



donc ...,........—> ^^ , 

donc les racines font réelles. De plus a>t donne 2a > c, 
&c k poncif. Comparant maintenant notre transformée 

7— — r ; avec r! — * > ■t' ï;, dont les 

demi-axes ont été trouvés ( Art. ccxiii. n*. 2. ) , z z -^f z 
*V- bb ayant Tes racines réelles ; &i&at A'=y — — gg^ 
on trouvera que les demi-axes de l'hyperbole font 
V^ kA' — zA'A' & 4 — ^' > & que ceux de l'eUipfe 
font V 2A'A'-^A'kt àc. A' -h ^ \ or *=ia— r, 
gg-saima — ac, a'^f'^ft & ars-ci*. 5ubftituant 
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d onc pour A' tx. k leurs valeurs aa ( & en/, U ÈUànt 
*^^ — ffssiAf on trouve que les demi-axes de l'by- 
pcrbole font a^ & VfA — xAA^ & ceux de l'elljpfe 
font i , & -^ -h >f . 

ccxv. 

PROILEUE f. Trouver l'intégrale de ' — . Qnatriiem* 

V zz-\-bb±_fz exemple. 

Solution. Le dénonûnateur a fes deux ucine^ 
réelles > ou il les a imaginaires. 

V & t u i s, n Cas, 

Lorfque zz-^hè ^fz a fes deux racines réelles , elle» 

feront z-hd» & z-l-r dans le cas de -^fz, & z — a^ 

z — r dans le cas de — /z< A préfent il eft évident que 

dz VT zdz _ _ 

' l^ — " = ■ „ — . Je iù& 2-t-a 

SB jp y eo ibppoËtM r >^ 4 » on a z =%_y -ï- ' $ dz'SÊaJy^ 
z ± f ^ y + o ± c • Subftkuam ces valeurs de £ on aura- 

^1 _-'^'^_ ;;: -— ■■ "'y . or 

K(/+«) . (/ + «±o kT- KT7+ïTT(7+7±ô 
comme pat la lîippontion r > d » ' on voit clairement que 
ces deux âiSërentielles peuvent lé reprâbnter pat les deux 
fcivames , ,■ ■^'^' ' & _j!_^ =- , ï» pt»^ 

nûere defquelles le lappotte à rAxticle ccvi. , & b iè^ 
conde aa CoioUiûie du Ptoblime i. An. ccxi< 
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On a ici ac = ti 

— a<i-+-f = ±» 
— aa-^ ac = mm • 
Les axes de l'hyperbole font m U ±^ -t- j-^mm, 
c'eft-à-djre V—aa-i-ac & —a-hc. Ot a éunt pat 
lafupporition<ir, = -t — ^, Hi c = ^ ■*■ ^ , donc 
les axes de l'hyperbole font V^/Vt — a^^ & a^^^J^^Les 
axes de l'ellipfe font K 2^— -Hum x ( + j -t- ^ -l-mm) 
6c a ^VL-^mi» , c'eft-à-dite >^7Wâ = * , & c ou 

CCXVI. 

Remarque. Si lorfqa'on a — ^ , les racines au lieu 
d'être z — a & zr^c, font ar-z, «( <:— 2 , enfuppo-' 
fjint toujours <■>« j alors on fera » — z = », ce qui 

zi/z 

donne en opérant comme ci-ae8us ■ ,_ ^ 

''«'^ ^ ■"^'' dont' 

»'(.-»).U--''-«) KT.>^(«-i.).c«-«-i-i) 

la première partie s'intejgrç par l'Article ccix. & la fé- 
conde par l'Article ccx. Lotfqu'on a —fz , les demi- 
axes de l'hyperbole font K/^ — a.*^ & 4 — ^ > * 
ceuï de l'elUpfe fcnt VTJÂTM & .^ -*- t • 



CCXVIIi 
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C ex VII. 

s E c trn B Cas. 

Lorfque 2 2+/ï-t-*« a Ces deux racines imaginaires, 

ion fait d'abord évanouit le fécond terme en &ifant z -f- 

■— = «, ce qui donne dz^iu, K 5"= *'^» :p Z. ; 

zz = Ku^fx-i-îî- ; on aura donc la transformée 



'- du ^-u ^ -L 



: «c en fkifent ii — È. = ^^^ ^ 



il eft évident en multipliant haut & bas par '^»^:X 

ce qui ne cliange rien à la valeur. .... * 

. : Spii à préfent » -^ y»u^^^^y fiàiic' «« — 

»»^-4-ji^=»«»H-^v<. donc , — V-'':! ;• ■ . 

*■> ■ > 

^- • ■. . . J*=i*.xvV-»->^, 

on a auffi .... ^uu -+- ..tf ./i =£ y> ^ ^-^ 

'. ' , : . . ■ ■ ; . »r 

&demême' . /. . "'T^X^ ?5ÏE^^. 

' y>-y 

La première partie '"^'' de la pro- 

'■'■■ . ■ : ^ •'^■^''<^UA^AA . -■] - 

^ X y» — ^» ' • j 

poKe deràne donc '" — ==. = 

y,y.AA+fy jy-t- AA 

■-■'■ .:'■ - . . ■ Kv ■ ■ ■■" 
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"' -^^x^ii^ ^xyy-^A 



yjy- AA+f, yf-t- AA . f^lfr - AA+fr 

^ vi.YZ.>',,'.AA+f, i^.y7.yJ.,i^J.<^,--A'+f, 
= '""' - — ''' "' ' • La fe- 

VZ.y„-AA+f, VZ.,-/^.V„.AA+f, 

eonde partie ^ . = — =^ de mime 

"^ » 4- J- . t'^T^ ^^ 



V,y-AA+f, 



1= .' La transformée entière eft donc 



• J?'^ _ . . ■ ■ ■ AAir ■ — _ t'i 

dont Ja.pr«piiere fattie tlntegre far l'aitick ccvr, ," la 
féconde [ar l'article çcix. , Se 1» tioifieme par l'art, cçiti; 
% (]uand on a zz — fz-i-bb , z eft .<.-7^> çnfçrte 
qu'il faille ûippoiet X — z=», alors en pratiquant ce 
qui a déjà été fait (Problème a.) dans' un cas femblable, 
•n aura ( en fiiûnt yau-^AA _«=./) la «lanifoi- 



AA -k-ft ^ ,t*^ ,y*t~^'dA-y-f* 

— -^ — ^^' ^ — - "dont lés ttofe parties s'intègrent 

V„ . V „ - ÀA+ fi , 

de la même manière qoe les trois ci-delTus. 

Dans le cas préfem des racines imaginaires, fintégration. 
Je 1^^ dépend , des, mêmes eliipfe & hyperbole 
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«Ofi — — — en allant les mêmes Aippondonsi 

CCXVIII. 

Corollaire général. On doit conclure de tout ce 
que nous venons de dite pout téfoudre les Problèmes pré- 

cédens que rintégration de la différentielle ^ "^ ' 

, ■ ■, , ^ ' ^'± »» + '>« 

dépend totijouts de la teâincation d'une ou de.plufieuts 

fe£tions coniques. 

C H A P I T R E XVI. 

Suite des Chapitres prèeédens far les différeiaielks 
dont Vinèégrààon dépend de la re^ficoùan, 
des feSians voiiiqUet: ' ~" '- ' ' 

".. .ccxix. " ' ■ ' 

S- . ■ ■ vv t.- r.v^.: ,. 

Oit cherchée d'abord Kiuigialef de * ~ ' '^'' .. AppBanon 

nétantun nArobre mttffimfm , it. f ,.trt , dncâsï^nl. " 

^ens quelconques. 

Pour réfoudre ce Problême i°. prenons h différence de Pre»iet 

«'xV^lHÎQtpt?!; elle fera '■ " "' ' ',. "~f'" 

• -1 . , "' "■'jD « — ax~^cxax 

fx' àx X (a+i«-H«»).4.»f x-^:^ __^_^ =. 

■ I y '-^ ^'.-*-.'f-. 

^f" ix X (a+Sir-^cxx') -t- x*.^^^ ±-dx-i-'çxJx'y 

Eeij 
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y a + hx -i- cxic 

On voit pat cette diâârencielle que l'intégrale de 

px^~^ a.dx 



cft égale à celle de x'^ ^a^i-éx'^-cx* 

(—-i-ip)x'jx-t^(c-\-cp)x*''''Jx ,„, 
~f^ ' ■ . c"eft-à-; 

j. .„.,,, ( — -*-*»)»'<)» . ,. 
oire moins lintegrale de j-i. l-i_— __ , & de 

U^cp)x'*'dx „,,'^"*"'-, ■ 
■ „- — : elle dépend donc de ces deux der- 

nieres. Donc eagéaéral l'int&tation de * 

dépend de celle de * '^^ y & de ceUe i? 

:> , =r=r: j tant queaneû pass» r> cat fi tf^i» 
.^_i -a—i. & ; = -T-^, \& — Ht*/' — o. 

Donc en donnant TuccelHvement différentes valeurs à 
^ > on trouvera que toutes les différentielles = - x 

.-,..-■-., 7 • s '^y^' 

_ ■ - ■ — I ^ ébrituti notribre entrer pofîtif, à'in-J 

Va H- **--»- r»*' ^ -A, 

.tégrSEDac..a^f£-<ôt:qu*oik'coaïiéîm- ïlotégial^des diné- 

lentielles -rrz — -- — & _ que 

nous avons appris à trouver d^ns l«s-deux-Cbapiti:.es pc^ 
cédens* ' '* ~' ' *■ ' 

■■'■ '-^ ' ■- .. ,.,. ÇCXX-,_,, . -. ^ . ,_>-•.... 

- . ,.■■■■■■ , t"^ ' 

On remarquera que l'intégrale de — rz; — ;, , • —m 

dxi/"x' ' ^'"'r r .y a-t~bx-htx*\ 

tedépend que de '^ -^ ..,^3^ .j^j^jj. .^^ ^ ,- 

y «'♦'.4»-+-, ex* . 'î 
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& pat conféqucnt — -+- i;» = o , donc la première 
diâfécentielle s'évanouît. Atnfi il ne refie que la féconde 

ilaquèUe sépond -^ ^ q^ prouvera aufli ■ 

' X^ ' dX J/ J J X ' dx „ , 

Que dépend de - & de 

K 4-1- **-!-*#» ' K.»-j-*x -*-«** 

• -■ . Cas comme nous avons vu ( Art. ptécét 



dent) ,- * ''^^ -. dépend de ^ ' '^^ - & de 
- ;i - : de même - y dépend de 

y a-i- bx -^ ex» _ V »-k-bx -^ cxm 

y & de - &c. donc réct* 



y^-i-bx-i-txx V^a-i-bx-^çt 

ptoquement* 

ccxxr. 

On peut encore s'en aflUrer d'une autre manière en 
làifant *»=»"'; à x => — -^ , ce qui donnera lai 

tpansfotmée fuivante — , 911 dépend ^ 

comme nous venons de le voir > de • 6c 

de y , c-eft-a-due.j de ■ &. 

u Km -t- »» -4- ^itK K « -t- *» + sj(» 

de .''* . ,. 

K«.K. + »» + "» 
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C C X X 1 1. 
nmando- ConoLLMiiE I. Il fuit de: là qus ï'mtégnàoa de 

!et qui dêp«n- -^ " . ^ , ■ . - 

deni de la X ~ T ix . If + ^x-t-rxx ^ étant Un nombre cntierpolû 
pricédeme. j ^ i/^ j , 

tif, dépend encore de —- — 6c -^ — . 

En eflfet fi on multiplie U propofée par^-^"^ *' "*" ^*" - 



;ntes p 
donc &c. 



elle deviendra compofée de différentes parties de la forme 
±- j 



CCXXHL 

CoROtLAiRE 2. Soit cherchée l'intégrale de 

v^ dx . x~ ilx 



p ti n étant des nombres entiers po- 



fitifs. On fuppofera ,^i,^„, =z~' ce qui donne 
xz^a + ix-4-cxx ou xx-4- '"'* = — —, donc 

^y - *t: . hi-*-** ^ _£i a i6-t-Mt 

e 4«* ^" g 4gg 

— , ou * =* ^^ ± K — --*-{-Tr} • 

Fat le moyen de cette valeur de x on trouvera celle de 
dx-y 6^ en. faifaac les fubfHtutions ordinaires , on aura une 
transformée compofôe de diSéientes parues înt^grables 
chacune fôparément par l'article ccxix. 6c dépendantes 
pat conféquent de nos deux difféicntieUe$. 
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I. Pa-htie. Chap. XVI. aj3 
CCXXIV. 
CoROtLAlRE 3. Si oa avoîc ' 

, M-hix-i-exK* 

fcroit *s=i— , ce qm donne *~^=s«', dx=i — —, 

* mu' 

& enfin la transformée fuîvante "^^ -w^ du . 

m -h nu + gu^ ~ 

S intègre par l'article précédent , excepté dans le cas de 
/» = H- I que nous allons examiner. Donc la propofée 
dépend de -—-1111"—-- & de ■ 

' v' ( f -*- ?» -f- il*' ^ 1 



V(/-l-<»-H«') >'«.,^(/+gll-(.i.')' 



yx . y'{a-i-6K-i- exx) 

Dans le cas de /? ^ H- I la propolëe efl ^^ 



Onfappofeta ^^^'^^^^ = -^ , ce qui donnera comme 



plus haut X = --i-i-î -+- l/'— -^H-£IZï 



TT^fr-z 



4CC 

■ , rfa _- Aiiz — zdz . _ 

«*==-+--—■ •+■ ' , , & aufli 

«" I — 1 , 

^— — ^ ^ —^ :^ z * : donc en mettant pour 



i -t- bx H-.ejrx » 2 » 

X, dx , &c. leurs valeurs en z & ijz, ilnoCis viendra la 

. (■ _. j£ — (^ — z) liz •) 

ttaBsfctmée fuivante z ^ x •;"'"> t "^ tX ^ f*-an >• 
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lit TtiAirt.' off Calcul iVT^ant; 
Je multiplie le haut & le bas pat ~'"^' -(- 

p^ r "*" { ~IT \ » **® ^l*'' '^tïuï" le dénominateur 

à une confiante , 6c la transformée fera en partie intégra- 
ble abfoluroent, 6c en pattie intégrable par les Articles- 
c c X I X. 6c c c X X 1 1. en fuppolà'nt l'intéeration de 
te de 



c'eft-à-dire de nos deux diâlérentielles en qucûion. 

ccxxv. 

c o s. o L L A I R E 4. De là il fuit que x-~dx x 
(jH-i«H-f**) — ~ dépend de l'intégration des deux 
différentielles * — & ■y= — — i 

c'eA-à-dire de la reâification des feâions coniques. 

CCXXVI. 

Diflïrendeiie REMARQUE. Il arrive cependant quelquefois que la 

i]ui dépend de « ■ » 

]a reâifica- différentielle x-'^ dx . Cd-+-**-t-f*x V ne dépend pas 

uon de 1 hy- ^ / i r 

pcrbote&uie. de la te£UBcation de l'elliplè de de l'hyperbole , mais 
d'une de ces deux courbes feulement. Soit pour lé prouver 
dx y ^ t ^^'l XX — aa l'élément d'une hyperbole» 



foit x-^y^xx — (ïd=2, & par conféquent * î= ^^^-^ 
(i*ï=(zï — tftf) — ^ i fuppofons de plus — ^= ^ » oa 
aura la transformée —^ /(z2-h<ifl)'x(f-+- 1) — 4aazz}* : 

£ûfons 
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I. T A K r 1 E. Chap.' XVI. a2j 

jàiibns zz=^ au f z ^^Vau , dz'^^ ~= i on aura U 

différentielle Clivante -^^x / («(i-4-ào)' x (î+ i) 
" — Ha'aXi = ea divifant par y^, — ^ ^ (»-*-«)*. 

■.. •■ y ; 

t M -+- » ) — 4M» } ' ) ^oti l'on voit que ^ •—*-'f^*- 

dépend de la reaification de l'hyperbole feule, f Aant 
_. t- ■ _ 

^'*' CCXXVII. 

Si on propofe de trouver l'intégrale de «^ ■ <i». Secoua 

* ' exemple^ 

(« + ««)*■,;&» exprimant des nombres entiers 6c 

a étant pofitif ou négatif. 

x^ dx 
t°. On prendra — — ^— ; . Pour trouver llntégrale de 

cette différentielle) comparons-la avecla formule (JC) de 
l'Article utxxvm. 



fgxdx[a-i-ix~) = 


»+. " . •* 


{ - (=^^^^?f^) X T ^A"-*' "' X .-^*."'} 




"• = î 




*=i 




» =^ 3 




f ^ ^. 



« = <)-(-«* : 
Ëufànt ces fubttitutioiis dans U foiiBule , on trouve» 

Ff 
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•9»* TâAtts' DU Cal eu t. m n'a tAi. 

lintigtale de p== = <, + .)« ± (, + .)• 

rî!Il£^ j. M- r f r » 

/— ;r=== : a où Ion voit que fi on roppole q = — , 

w:::non..„.p..K..ou..,..^". 

— 7i=:=- dépendront toujoun l'une de l'mae. Donc 

• j^ _ dépend toujours de y^- > c'eft-à-oite de 
la reâification de l'hyperbole f ( Art. ccix.) & quelquefois 
'de celle de l'elliplè. 

2*. *' — '' ix (dl^Ixx) \ en dépend auflî y parce 
qu'il n'y a qu'à la multiplier haut & bas par ra^xx'f 
ce qui la changera en une fuite de termes de b forme 
* *— dx 



. 5°. On prouvera de même que 




in . x~''-'^^x ( a -t-xj[)> dépendent de p;:^ 
c'eft-à-dire (Art. ccx. & ccim. ) de la reaification de 
l'ellipfe 6c de rhyperbole. ' ■ 

4°. Si on ptend la différence de — 7 , mËc g 

étant des nombres impairs ^ & m pofitif ou négatif 1 on 

' "* I --i-t 
mx~~ dx ex ^ dx 
aura -^ — ^ 7 — » ce qui nous 
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„ ± 7 j „ 

montre que llntégratlop de =^ dépend de celle 

.■ «*t + 'j, (« + «*)■ 

«e , & qu'ainfi (n'. i , i, } Al ptéfent 

Article ) eUe dépend de i. *!^* & de ■ ''* 

ccxxvm. 

Corollaire ,. Puifque »±î-,i, .(« + „)*? ^.«.Jif- 
dépend (Art. ccxxvii.) de la reaificwion des feaions SS°°S. 
coniques, il s'enfuit en Êifant «^:xx=i»», que r»'»'""'» 

s ' T celle de notre 

<aH:««)^±'"'"'ix«±' + 'rf, en dépend auffi , JS°''""°- 
«cenfeifant »= — , que (*±;5')*"^ xy*'*^'^ dy 
en dépend encore : donc en général ( a + iyy ) * « " ' x 
y-'dy, & (a±*^^)±î"'xjr±î-dj, en dépendent, 

CCXXI3C 

Corollaires. Si la propoféeétoit (a»-*-})' J» 
'< (/-t-^*-l-**»±«')* ' , x exprimant un nombre 
entier impair , 6c ^ un nombre entier pofitif quelconque, 
dans ce cas comme(Art.ixxxv.Introd.)/-4-^*-(-/Sxi-t-»» 
a toujours au moins une racine réelle , on la fuppofera 
'■^x = î ; £iilànt la fubflitution , on aura une difiéren- 
tielle compofée de dlfiérens termes ^ous intégrablès pat 
•l'Article ccxxT. . ■ . , 

Ffij 
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aal TA>irV i>tr Calcul ist^gràu 
■- - ■ ■ ccxxx, 

CORCXLLAIRE 3, Si OD a *' dx (/-+-^* + A**)"^> 
n tx. p étant des nombres entiers pofiùfs on fera/-h^* 
•^hxx^^z^y ce qui donnera * = •■;+; |/T+rj7» , 
*, i, i^ étant des conftante» , la transfoimée s'incégren 
par le Corollaire précédent. 

Si » =S5 — 1 ou ->- 3 } ;> étant pofitif j en fiùfant It- 
même transformation que dans le commencement de cet 
article , la propofée s^lntégrera de la même maniece » cat 
4^ « -y .'^^ ^ -|4^&cifi/.eftpofuif 

& n un nombre: négatif , tel que » -*■ -^ == dt — j * 
étant toujours comme ci-deflîis un nombre entier impair, 
alors feilànt/-4-^*H- A*ar = «-4-»«, on intégrera les 
diâférentes parties de la tr»isformée par les Articles 
tcrxvir. & ccïxviii. & fi A: eft un nombre pair , 1» 
propofée fe réduit à des dîiïérentielles logarithmiques 
réelles ou imaginaires^ 

. Si n efi pofitif ou = — t j ou s^ — s » oa <^ue 
1 -h "Y" = it T ^ ^^ i" = o > on réduira la propofée 
au cas de PAtticle ccxxix. ^ étant poûtif ou négatif: cat 
)X n'y a qu'à &ire /-hA** = «' • 

CCXXXI. 

Corollaire. 4. Si on avoit à intégrer x"* dx 
( 4 + XX } ~ j & qu'on fuppofôt a'^xx ^^u u , + x.x4x 
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• I. F A R T ï t. C H A F. XVI. 11} 

=s»2Hii«, on auta-unc transformée » **"'</» (i + ««) ~« i 
ce qui nous montre que k étant un nombre entier pofïtif 
bu négatif, & n un nombre entier pofïtif & impair, la 
propofée s'intègre ( Article précédent) pat la reâification 
des ferions coniques » & (Qu'elle peut s'intégter pat ceue 
leâification , a étant tmpaii & négatif. 

CCXXXII. 

Si on demande l'intégrale de Jt' dx (f-hgx + ixx) < , eieiJ^'ii!"" 
f étant un nombte entier pofitlf & » pofitïf ou négatif, 
je la trouve ainH : 

Je 6is f-\-gx-yhxx = z'; donc jux-f-Ç+J^ 

, , « (/» 

Itenfiuûot z'=!»», on ania iJ« = ±-— ==, 

. , , , V„Hr{h + '-f 

& on trouver» en faifant les fubftitutions une transformée 
întégrable par des arcs de feSions coniques. 

Sïg^o, l'intégradon ne fe fera pas moins de k même 
manière, f Ci. n étant pofitife ou négatifi.- 

CCXXXIII. 

. ./^ 
. . Soît ensoce Ta diSïtendelte ^f^ + ttt-ox-t-cx'+fx'] Qnaineme 
dont on cherche l'^nlégrale. Pouf la trouver, je diftiiigue "'=™P*^*' 
deux cas ; car le dénominateur a fes racines réelles ou 
imaginaires. 
■: ■ 1°. S'il:» des racines téelles," je lùpjofe que nM;'+»'"elv 
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eftune : je iàis mx-t-n = z; donc« = î^ ; J* = — . 
L'autre racine fera du tioifieme degré. On aura donc une 
transformée de cette forme - ^ 



~ du 



Soit à prëfent z = —; Jz = '^—^; «!=• — ,2>= — : 
on aura donc en iàilànt les fubflittitions 



KZ 



= «"'•■' ^(,.. + î.. + r. -.-,)• Or on voit que cette 
transformée fe rapporte à des arcs de feûion» coniques 
( Art. ccxxx. ) . 

a°. Si le dénominateur a-t-ix-i-fxx-t-ex' -t-fx* 
a fes racines imaginaires , nous avons démontré (Inttod. 
Art. Lxxxii. ) qu'une pareille quantité fe pouvoir divifer en 
deui faâeurs trinômes réels. Soient ces deux fàflêua 
g -^- Il ■+■ kxx , ôc m -+- B* -+- rxx , on aura 

= (en multipl iant ce dénominateur haut 6c bas pat 
nommant t le quotient de cette diviSon.'sc '^x-*-* le 



refte , on a la propofée = 






Soit à ptéfeat j: ;.'';. Vi .- = »" . °» »gzx + fz^ 
g-^-lx-^kxx; donc j« -H '* '/" = It^; donc 



=, Google 



I. P A 11 T I I. C H A P. XVI. an 
— j^jj : donc enfin prenant a racine quarrée 

Xc dénominateur devient donc y tf^L x -fï-t- ^^^~M 

H- j'i — ^|. Rëduifant cette quantité, elle devient 
celle-ci ><T. »'tz-+-t x / KÉl-llL h- J' ^ 
^K"^'-*-!^'}'. On a .uflî ^;. = i:L' ^. 

, y. . f ^i - La tiïnsfomiée entière fera 

donc' ^4^K^^^^:M^r±-^^^4/^} 

Je multiplie cette diffëientïeMe haut & bas pat ^f'''C -t- ^ 

-F/K -"T^-*- {^-77-}', « quirendle dénomina- 
teur = ^2.. t^(■^z-^■l) X [^ (êïilii^)* -H îj. X 
(IS-V) ^ ,, _,;^ K { î^ ^ (€^')- } ] 

==K.. »-,.+ .. x[eif_iiii;^iM:^ 
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JJ2 TiAiT e' DU Calcul i m t t'ouït. 
— £^ I i= ( en eSàçant ce qui fe détruit ) Vz , »^»z-t-i 
X / J'J' — ^^ -t- ^^ \ . Le numérateur multiplie pat la 
même quantité devient -^ x j^l^î^W *'^-l- {^'}' 

-^/•^'^-^ f-H-'}" +^^^"^iT-'-^{^V.} 

On voit en eflb^ant ce qui fe détruit, que cette quantité 

fe réduit à ^f " ± {■''' — ^ -*-T^ } • ^^ "*°'' 
formée eft donc 

■J-lx±{,fJ-^'-«'t''^''} 

■ *'''' . Pour 

intégrer cette difi^rentiellej je fais 2:= — , dz=^ — — ; 



ce qui donne 



K..KT. 









■qui s'intègre pat les Problêmes prdcédens , ,6c fc réduit à 
-des arcs de feâions conitmes. " ■ ■ 

• CCXXXIV. 
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I. Partie. C h a p. XVI. a^i 
CCXXXIV. 

Remarque. Il fànt remarquer que fî la quantité 

if / ^ H" ^^ qui multiplie le haut & le bas de la 

transformée étoit égale à zéro , alors la folutioh ne dépen- 
droit plus que des logarithmes. Car réfolvant cette équ&-' 
pon par les r^es ordinaires de l'Algèbre , on auroit 

' - ^Z±^T^.' d'<^ o- •« ' - ■& + 

t f ;t -t- -L .4. ï' -f- -+- -Ti ) • ''""'^ "'°'' "^ prepoféo 
dépendroit de la quadrature de 1 hyperbole. 

ccxxxv. 

Si on a la différentielle ^,elle cm -ïu'on en 

(d.^**-^-ex*-^- «*'-*-/««) » pentùet. 

ipourra toujours s'intégrer par des arcs de feâions coniques, 
pourvu que le dénonûnateuc d-+-i*-+-c**-+-f**-»-/«* 
ait quelques racines réelles : car alors on fuppoferaf comme 
dans la première partie de l'article précédent, mx-\-n^sz 

CCXXXVI. 
Qu'on ptopore à intégrei ; -> 

on fera «=-j-> <lx = — ^, **'= -V;;&ento 
fànt les fubfiitutioni on aura la diffîcentielie fuivmtel 

es 
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~t donc tnSa 



>*'"^Jy 



— B+I 

' la tnuisfotmée fera - ^ ; — — ' -2 , 

Ce qui nous apprend que fî l'expofant de y dans le 
numérateur eft un nombre entier pofîtif , îa propofôe^ 
s'intégrera par des arcs de ibâîons coniques en fàifanc 
i -+- /^ = a . 

CHAPITRE XVir. 

Des différentielles dont V intégration dépend de la 

quadrature des courbes du troijieme ordre* 

CCXXXVII- 

Définition T Es lignes du troineme ordre ou du fécond genrff 

éa troifiemê ^—^ ^"^ cetles dans r^uation defquelles TexpoËint de- 

^ ^ Tindéterminée élevée à la plus haute puiflànce , ou la: 

fomme des expo&ns des puïHâncés des deux indéterml-' 

nées > eft (hi trotHeme degré. Ces courbes font par confé- 

quent coupées en trois points par une niêniâ ligne droite % 

icu oa fait que le degré de l'équadoa qui exprime 1^ 
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t Pautie. Chap. XVII. ajf 

n a tnr e d'une ligne géométrique » eft égal au nombre des 
points dans lefquels cett# tgne géométrique peut étrs 
coupée pat une même droite. 

CCXXXVIII. 

L'équation générale la plus compofée des lignes du Lmrformirt 
troifieme ordre cft a^^by^cx'^kyy'^fxy'^fxx ^ ^""^ ^' 
H-^_)''-+- fixyy •+• ixxy^ ix* =o. Mais cette équa- 
tion peut iè fimplîHec en donnant aux coordonnées de 
certûnei pofitions. M. Nevton cft le premier qui ue Queb fbM 
écrit fut les courbes du lêcond gemrc , un Ouvrage dans tr» qui 'ont 
lequel il les déuille & annonce leurs propciétés générales, r"- "**"• 



Il donne quatre équations auxqiulles il les rapporte toutes. 
Ces quatre équadons font : 

xyy -— ey ssB ax* -+■ ix* •+■ ex •+- /" ■' Çuatreéqua-' 

, tion s auxquels 

Xy s^ ax* -^ PX' '^- £X -^ f let fc nme- 

yy ;ss ax^ -4- bx' -^ ex -h f celles dei 

* . I • . . /■ * courbes du 

>- =« *^» H- **■ H- f* -t- /. * . „^ifie„e or-. 

dre. 

CCXXXIX. 

Nous donnerons ci-après les quadratures de ces quatre 
équations auxquelles de réduifent celles de toutes- le$ 
coutbês du troifîeme ordre. Car quelle que ibïc l'équation 
d'une courbe de ce genre j fa quadrature fe réduira toujours 
à l'une des quatre précédentes. En efièt tranfportant les 
axes dans une autre pofition pour réduire l'équation âonnét 

* Noiiu Voyez pour ladémanAndoD de cMte propoâtiui on excéUcnc Méomiff 
ile M. Nicole Mém, AuÀ, 171$, 

Ggij 
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23* TxAiTi' »ir Calcul inte^gx^i. 
à l'une des quaue formules générales , on n'aura que des 
cfpaces reftilignes à ajouter oti kTouflraire pour avoir Paire 
rapportée aux coordonnées primitives $ ce qu'il cft ù£é de 
prouver ûnfi. 
Laquadn- golt donnée l'équatton quelconque d'une courbe do 
lei câurbei troineme ordre BM ( Fi?. 8. ) dont les coordonnées zài» 

<hi )'. ordre \ o / 

fe réduit ton- font ^P & PM, (l'angle qu'elles forment étant quei- 

joun i celle . . „ ,, „ - 

d'unedei^iu- conque ) . Tirant la droite A a parallèle a PM, lefpace 
triot^mh qu'il s'agit de quarrer eft jlBMP ^ Transformons l'équa- 
tion donnée en l'une de nos quatre équations générales » 
£c fuppofoiK que cette transformation tntroduife pour 
nouvelles coordonnées «Q & QA, l'origme étant en a. 
Menant par les points de la courbe Af & £ les droites 
'Mf ti. Bb parallèles à la nouvelle ordonnée Q_k t on 
trouvera par la méthode que nous donnerons plus bas Tef- 
pace BhpM, Cet efpace étant trouvé , comme il n'eft 
autre que APMB — GPM'^BAGplht il ne s'aura 
pour avoic la quadrature de l'ùre yiPMB rapportée aux 
coordonnées primitives , que d'ajouter à l'aire connue 
BbpM l'efpace GPM j fie d'en retraiv^her enfuite l'eA 
pace BAGpè . Maïs ces deux efpaces font reâilîgnes. 
Donc pour avoir la quadrature de Faire rapportée aux 
coordonnées primitives > on n'a que des elpaces reâilîgnes 
à ajouter ou à foufinûre. C. Q, F. P. 

Avant de donner la médiode générée de quarrer toutes 
les courbes du trotfîeme ordre , nous allons chercher lin- 
tégntion des diâféientielles générales qui en dépendent. ' 
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CCXL, 

L.MUE. L-m.é6«le de .^,.^>/;„.^,.,) J-îpenJ^ga 

de la quadrature d'une courbe du troifiemc ordre. SuS^ÏS 

Démonst. Soit « = -i- , on aura J« = — if , & '^^^^^ 

iu qnaàon efl 

b piopoKe deTMnt '. ' ; ■ ^( ..<-,: t;.. + ..+'/) ■ ="+ r,"' "^ 

• f»' 

'^**^ . ta difficulté fe réduit donc à 

>'(» + /« + m«" +•«') ••Il 

intégrer cette transformée. Pour y parvenir , je cherche 
rintégrale de "y' . i'^* i' *J"' * "'^ , qui eft l'élément 
d'un efpace curvHigne du troifiemc ordre dorrt l'équation 
feroit uyy = i + /x-t-m»' -(- b«' . Car cette équa- 
tion donne y = ^Ji'-T '-y^" ^"' . ^ , gc fubflituant. 
cette valeur de y dans la formule de l'élément de l'aire des 

courbes, dx^ydu, on trouve ^ — 

Foui intégrer céxté difiërentielle j je U multiplie haut 
& bas par |^(*-h/»-4-ffw*-+-W ), ce qui me donna 

k dn . _ Odu-t-maiu-i-Htt* duJy'T ^ , 

V» .yik-i-lu-*-muu-t-nu') " 1/ ( 4' -f- im- m»« M- »»') ' 

Voilà donc deux membres qui intégrés fépacémeQt don- 
neront l'intégrale cherchée^ 

1*. Je fais darts le premier membre « ;^ -^ , d'oii je 
donc en ikifant ces fub- 



fiitutîons 



V'u . yÇk-hlu-hrr 



nM + Û ' ' -î-U' i ^^ nous ayons vu (Art. ccxxix^) 
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ajS Traite^ du Calcul ikt^graû 
fc rapporter à des arcs de ferions coniques, 
a*". J'opcrc à préfent for le iccond membre 

^(^k-^-im-k-mu»-^»H^) — • *=* iccond membre mul- 
tiplié haut fie bas par 4 j/T devient 4»'''fe-F4"".-i.. + 4/»i« 

4»'U.»^(*-»-/«-t-mi»'-(-(M.') "^ 4VÛ"- V" (*-»-/« -H IWB '-+-««') ' 

Or cette dernière quantité en ajoutant & retranchant 

*f " . «"t" / m«« + « v 

4 l'a. ï/(*-+-i'*-+-'»»'-f-ii«') 8*».»/^" WC* H- /« + «>" -h nu')/ 

devient *^'^ ^^""^ -4-)iiM»'iw -<- 4ii«' j» tfinjw + mw' .iii - hàu 

4Vû.TT*^?^^+^«û^^»?) ■^4ï/ir.v(A-f./i(-hm««-f-ft«') 
^ "'''' X -T- '""' +* \ wJ" ^ 

{ w»' + t -» âiw->- t/w^-^- i mumju -t~ ^nu ' du 






m ç mu^dit^-imà'd»-kdu -y 



;= — .. . _^*/''j/ ■ . _^ — n • En examinant cette 

difiérentielle , je reoiarque deux portions qai font chacune 
une différentielle complet» , favoir — d u ^ x 
( jlr ^- aAf H- ? nw ' ^ 4flif ' ) x (^k-^iit-+-mit' -^ rm' ) ' , 
& — ' du . {mu*^2n»* ■ — *) X (k^lu^mu' 
H-«»* ) ' . Je les compare arec-les formules que nous 
avons données pour les différentielles complexes 1 fie ja 
trouve que leurs intégrales font »■ Vc*+<-H'«'' w-««') ^ 

-f a 

fie u |/^(j('-h/«H-M»'-+-»»*). J'ai donc le fécond 

membre qui me xcftotc à intégrer ) favoiz 
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. = ^-r — ^^x-^T"" •* ~m"'' duK. 

tn,/,.y>(,k + h + nm'+m')^ ^n ) — ; , ^ Ç 

C V C4-^/»-t-ffl<^•-t-l»l*') ^ 

Je ùùs dans le dernier terme u= ■ — > ce qui me donne 
»"== a" ; »"' = v^i <2« = — -^ . Donc j'ai 

», -' » — ; , 

— ctM.u — — nu au ,, 



Vi 


* -1- U 4- >»»> 


4- »■«' 


) 




^Imâit 




-1- 


«►T. 


l^ik-t-lu-t-nm 


+ m') 




mm.dM 







77--r — L /.._._ 1 . ; y difiërentielle dont les deux 

membies fe rapportent i (^ arcs de feclk>ns coniques , 
comme on l'a déjà vu plafîeurs iois^ Donc en réu- 
ni (Tant tous les dUférens membres de ta transformée 

de la différentielle ■'-^(*-^''+"'-->— ') dépend de la 
leaification des Teâions conkjnes &de -f — — ^\ x 

,,^ ^ , ^ '^ ^ , r • Donc réciproquement l'intégrale de 

-,>t^i ^ .^ I. dépend de celle de — !-^ -= -, 

£c dépend par conlëquent de la quadrature d'une courbe 
do troificme ordre. Donc ,^(, + t/^ ,„ ^f,,y en 
dépend aaOi. C. Q. R D. 



C/-* V r r Cai nnicniv 

Ij A. J_, 1, janj lequel 

la démonfbra- 

S C H o L I e I . Il n'y * qu'an fcul cai qui puiflé (bnf&ir J^^ P'^^ 
^qKJ(^e, difficulté , c'eû celm dans leqHcl — ^ ^ ^ dîffi^iE 
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34» TtAiTE'oa Calcul tvrn'anAti 

oa i In =r mm. Dans ce cas ■'■v-(>-^'' + "'- -h- 

dépend uniquement dçs ferions coniques , donc 
rfi.V(fc-<-/w-t-W H-iiMt) ^ Uy~ 



Solution de dépendent poÎRt l'une de Vautre, Mais alors nous venons 

cette difficul- 
té de \q\i que la première de ces difi^rentielles fe réduit à 

des arcs de feâions poniques. La féconde peut Te réduire 

k la quadrature d'un efpace curviligne du troifîeme ordre, 

excepté dans un fèul cas où elle dépend de la re£Ufîca- 

tion des ferions coniques. Voici comme je Iç prouve, 

. Soient les trois racines de A + /«-4-m»«-hn»>, 

au-^ b , cH-^e, gif^fi U y en sura au mpins une 

réelle ( Art. lxxxv. Intiod.) , deux peuvent être imagi- 

«aires , on aura donc {A) ^^ ^- JrJ.--^ ... , -^ 






Comparant terme à terme les deux équations {A)tf.(,B), 

Pn * = bcf 

l = hig-\-hcf-\-atf 
m ^ hcg^ucf-^ afg 
I) = acg. 
On aura donc 4/» =: Aabcigg^^aiecfg.*-iaacefg, 
mm = bbccgg -^2abccgf-t- labec^ -t- cfc'f -4- 
ta'cefg^a^e'g* . L'équation ^In^mm, qui cft ]a 
fuppofiiion piéfcnte , donne donc ^abctg^^ahc'fg 
•^'^i^cefg !*s b'c^g* ri' 2abe'gf-^2abecgf ^ ^c*f^ 
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î. P A R T 1 ï. C H A P. XVI I. a^i! 

-4- nt^cefg-^ a*é^^ i ou bien zahceg* -+- nabc^fg-^ 
sa*cefg-^%abceg*-{-^abc^fg'¥^%c^cefg = b^^g' 
■4- 2abc*fg-h2abecg*-+- a*c*f' ■+• 2a*cefg~^ «'«'*^ • 
donc enBn on a en réduilànt (C) ^abceg'-^zabc'fg 
^2a*câfg =5 b^c'g* '^a'c*/' -+• a'e'g' , 

Soit matatenant au -^ b =sbx, on en tire « = î^; 
'd « ^ — : dcc. ï^a pfopofée fe change donc en 

il ^*^ 
'" "^^ =s en multipUant 

haut & bas par K(* — :*) 

jc tfjc — bâx ' __^ 

Cette dlffécentieUe a de^ mombees. Le fécond j en fài&nt 
» = — , devient aptes les fubAitutions difféténtes ^e 

donne cette ttansfotmation — ; — -, — r-r r^ o qa'on 

lait fe réduite à des arcs de feâions coniqnes. 

A l'égard du pvemiec membre^ "il fe rapporte k la; qua- 
drature d'une courbe du trbifieme ordre , excepté dans un 
ièur^às dans lequel la différentielle eft beaucoup plus 
fimple. En e&tj ce piemier membre eft X£>) 

:;■::'..'■ . dxl/i; ■ ' 

-.'.bf 

•-•' > • . , ...;.■■ • - • ' +«.S'« 

{pi dépend d'une quadtawre du^tcoîfieme ordre > étant If 



=, Google 



34» TlLAtTE^ DU CaICVL ISTB'gRJU 

même différentielle que (A) — ^- 



Boos avons démontré en dépeodie , hormis <^tid 4/11 s=s 
mm . Pour trouver kl quel cil ce cas*,, je compare terme 
à tern» les diflërcntielles (D) 6c (^) ; cette compa- 
taifoa me donne /^ i^'^^g — aabeg — aabcf-^a'ef 

k=iatb*g^h^cg'irnb*sf — *•**/ 
n = cg 
donc 4rnt^ laiVg' — Babceg* — S^Ac^^-t-^dV*/^ 
fie mm^ piV*^— Cabceg* — 6ahc*fg^a*é^g''^ 
a^cefg-ha*c'/* '• donc l'équation ^iH = mm devient 
ici lai'c'^' — ^abceg* — 9abc*fg-^ ^a*efgf ss^ 
9bbc*g* — 6abceg* — 6 abc^fg •^- a''c*g* •+• ta^cefg; 
•+- tf *f */*■ , ou bien en réduIËtnt* (£) sc^g^b* — 2abc^* — r 
aabc*fg == «V^* — Aa*^cefg'¥-a*i'/*^ . Quand cette 
équ^ion a lieu , la propofée ne dépend point du Lemme 
précédent ; mais examinons ce qui arrive alors. 

Cette équation (£) combinée avec l'équation (C) 
idonne la fuivanu c*^ g^ b"- — aebcg^ '^bc'agf^o ; 
nais cette dernière équadon n'eft égale à zéro f- que 
parce que l'un de iès làâeurs eil => o : or elle eft com> 
pofée de fgb x {cgb — aeg — o-cf) ; on aura. donc oa 
cgb = o, OM cgb — aeg-^acf ^ o , 1°, Dans le 
<:2& àe cgb = o y 00. z e ^ o , on b ^^ f ùm g = o^ 
c'eft-à'dire en combinant la di£rérentielle_ ( £ ) avec (^). 
»==o, ou* = o^. Donc ^^^.^J^';;;,^^^,^ , der 
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I, Partie. Chap. XVII, Mi 

^Intègre par la quadrature du cercle ou de l'hyperbole , 
fuivant ce que nous avons dît dans l'article des fraâions 
Tationelles > foît que les racines foient égales ou inégales , 
réelles ou imaginaires ; ou bien , " ^ " ^^^ j que nous 
avons démontré ( Ace ccvi. ) dépendre des arcs de ferions 
coniques. 

a*. Si on avoit tgb — aeg — acf^ o , on en tire- 
loh.egt ^^ aeg'+'acfy & en élevant au quatre (F) 
c^g^b'' == fl*ff*^ -H %(^ecfg -+- t^c^f' ; mais on a l'équa- 
tion (£) xc^g b^ -♦- c'^*^* — a.batc^ — %afc^bg = 
dCe"^^ — 2a^egfc -H a*/*c' ; mettant dans (£) poiu: 
if*^*i* là valeur tirée de (F), on a za*e*^g'' '^^à^ecfg 
*+■ % a^c^p -ï- c^g i* — i abecg*^ — xafc^bg = a***^ 
'^ za^egfc -^ a^f'c'' f & en téduîfant {/) ^VA^ -h 
a''e*g'' -^ à^c^p- =SB 2g*bcae -♦- xc'afgb — za*^egcf. 
Cette équation ( /) combinée avec l'équation (C) donne 
a «' £• tf/^ ^ o , d où il s'enfuit que <i , ou r » ou ^ > ou 
<-, ou/=aOi donc onaura encore ou jfcassïOt ou n=AOs 
.& par conféquent la différentielle ' .rf j^ ' ^i ' j „ + m â * -t- w » ' ) 
fc réduit encore à des logarithmes ou à des arcs de cercle 
ou de feâions coniques. Donc enfin fî ^In^^^mm, on 
peut toujours réduire ;V(. + ^x+.x- +/x') ^ ^* *1"»^"»" 
ture d'une courbe du troifieme ordre , excepté lorfque 
%c^gh* — 2.ahce^ — i.ac^fg^^^ «'«'V — xa^'eefg-^ 
oVy^ » auquel cas elle s'intégrera par des arcs de ferons 
coniques. C. Q, F, D* 

Hhii 
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2^ Traite' DU Calcul ïKTBfazju- 
CCXLII. 

ScHOLiE 2. Si la propose ,^t,^,/^,,.^^,,.y 
étolt ptékméc fous la forme fuivante ,^(„.^^,j^^f,+A,^. y 
qvii eft la même , on ttouveroic encore les di^rentes 
transformations dont cette diflférentieUe eft fufceptible , 6c 
les cas dans lèfquels ces transformées font réduâibles h 
la reâification des foâions coniques. 

Si les racines de a^i'X'^cxx font imaginaires, otr 
transformera toujours la propofôe en d'autres dans lèfquels- 
les faâeuts du binôme font téels^ En effet les racines de 
a^àx-\-cxx ne font imaginaires > qpc lorsque a & c 
font poOtiB âc que 4ac eft>>£^y puifque l'on z xx 
^^=V^{^±ii±lf }. Je fais *±-i: = 2, j'aurai' 
en quarrant *xH- — "+r — ^ = xlz; donc ** itT "7 "*" 

— =s=z2-+--^ ™. Mettant les valeurs de « & de; 

^x dans Ja propofêe » ellp deviendra la fuivante 

i± - .. jé 

Êis maintenant Z'^y (zz-^-^ — - = « , j'en tire 

22-4- — — ~^= uu — %uz -^zz; c'eft-à-dire -^ 

Donc X ^ uu — — -H . Soie 



hh 



-fl»Z.. 



pour abréger ~ ™ = f f , on aura z = ""Jj^ i 

rfz = '•"TJ'" 7^ rn^^^. - ^- On au» 
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I, Partie. C h a p. XVII. a+y 

^^^ dz_ ^ 

2 J » V2U . . ^ 

Je remarque que les racines de «» — îf -+- ~ ^°* teellesj 
anfli biea que celles dé miiit — mqq + '^ -\r 2»« > 
«» & jj étant de difFérens fignes. Je fuppofe donc 
Î! = _ÎL j, _L- y 8c je fais pour abréger 

^—-^-2n=f. J'àurai-donc la dernière diffirenti'elle- 
dus la forme fuivante (.^ i, ^'"r.*"-'!^,- .,-,.) •+• 

i.Rdu'^ri'tt 4 Nu du 



-+- — , — ^ — 4ii'* du ^ — ^ ^. ^g^ jg^^ membres ont: 

abfolument la même forme , ainfî ce cpie l'on fera pour 
l'un , doit fe pratiquer de même pour l'autre. Je divife^ 

^ — ^Jff«i " Dar « -4- A , ce qui me donne; 

pdu id» ^ 

difKrentîelle dont la première partie cft, comme on faif,T 
dépendante des feûions coniques. A l'ëgacd de la-feconde,. 
je fais- « ■+• A =1 » , ce qui me donnera une ttansform^e; 

dk h forme fuivante ^.^(e + ^.) . ^t''a'+e-«-Hy«n ^^^ 
eft précifément la même que la propofée » & dans laquelle 
tea laçines du bioome font- scelles* C Q. K f ^ 
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il* Trmtl' do Caicvl tttrs'ot'AU 

CCXLIIL 

Remarque. Donc quand il s'agira dans la fuite d'une 
différentielle réduâible à la quadrature des courbes du troi* 
(ietne ordre , il Ëiudra toujours entendre celles qui ont 
pour équation xyy =p-*-f*-*-r*'H-r«*, le lècond 
membre ayant toutes fes racines réelles. 

CCXLIV. 

DmameiU Th£okeme i. L'intégrale des différentielles qui fe 

«Jont l'inté- * ^ ^ 

grale dépend rapportent à la fuivante — dépend 

de la reaifi- *^* x " »/ (4-(-fi*-hc** -f-/* ' ) *^ 

cation des fc- d'atcs dc fcâions coniques £c de la quadrature d'une 

flions coni- , , .^ , 

ques & de la courbe du troiueme ordre. 

quadrature tv'f«-t-*» + c**-(-f*0 

fiiMtm., DÉMONSTRATION. Je prends ''i . '-*-"-^' — il — i 
que je diJférentie : j'ai d ^' '^C -^ '»+;'• +/") j. == 

t*' -+-/*' ) 1 & réduilànt ces deux membres au même 
'dénominateur f ils deviennent 
Ci-f-îcx.i-)fx')x^ilx — ii/x^' Jx (a^ix^-cx'-i-fx') 
x'^ . xy(a + ix^cx'-hfx') 

„/(4-)-i»+<>'+./«') V''j»"' -»«»«"'■*" -»/»«"'■'"' J' 

or cette quantité en ordonnant eft égale à 
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r. Partie. C h a p. XVII. 247 
En namiiunt cette difiërentlelle , & donnant à l'indëcec- 
ininée q différentes valeuts > on ttouvera l'intégrale cheN. 
chée de la façon fuivante. 

1°. Si on &it f = I , on » ,, _^, ' — ; — r— - x 

i_dx ; _^ f,dx 

"*" -XXf(4-l-tx-l-tx'-t-fx') "*" !,/(« + *,-(., ,■+./,!) ' 

Donc l'intégrale de ,.^(,^t/^„. ^.^.,) dépend de cel- 

e'eft-à-dirc (Lcmme précédent) de la quadrature d'une 
courbe du troifieme ordre , & ( Art. ccxxix. ) de la rcûi- 
fication des le£Uons coniques. 

a°. Si on ^ ^ =sa 2 ^ on aura la difTérentielle fuirante 

ad» i bd» 






H fuit de là que l'intégrale de ^. V(4.^Vx + ...-^/^. ^ - 

«^ 'ïe -^.viatrif+o^+fx/) '' , °*^* ;l'intégrale de 
■.^via + bt+c,^^f,^) ^^^^^ ^« ï* reaification des fe-l^ 

^ons coniques > & de r» r^ ; ■■ ; ■ .— ,■ î donc 

l'intégrale en quelHoa dépend de U reâification des ie* 
Ûions coniques fcc de i" ^^ -— -^ \ ' ,, ^.^1 ._^^.; ^ 
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A^S Traita DU Calcvi ikte'graù 
D'où l'on conclura que ^; ^ ^^_^^ -- . — rp— fe rapporté 
uniquement à la te£tiBcacion des ferions coniques , toutes 
les fois qu'on z bb=s 2ac, 

En donnant ainiî fuccelHvement à q différences valeurs , 

on trouvera qu'en général l'intéeule de — 

fe rapporte à la reâification des feâions coniques > & de 
plu$ à la quadrature d'un efpace curviligne du troi/ieme 
*ÏÙ''\w- ^ï^*?"!® ' excepté les cas cependant où les coefficiens 
T'"* i^^lnA ^» *»*■»/ *^ rçxpofaot » font .tel^ que la difilércntielle 
^ uniquement ^ ^^ ^^^ ^ j,^ ^^. +jf^, ^ qui exprioïc cctte quadtaturc , s'éya- 
kûioni coni- nouit. Car alors la propofôe fe réduit uniquement à dçs 
*"*" arcs de fe£Uons coniques, C. Q, K D, 

CCXLV; 

DiKremiel- COROLLAIRE I. Si dans la propofôe ,i' & c = o à 
lesquidcpen- . . ' ' ' 

dent de la elle deviendra -; tt- • En ce cas çlle fc réduira 

prtctdente. _ *" y" (h-hfx' ) 

toujours à des ^rcs de feâipns coniques. Car aous avons 
vu qu'elle dépend de -^^^^.^^/^ , Soît *.' ^ « y k =?= «^s 
àx =«T Y » "^du, SubÛituant on a ;^,/jl^-,ij =^ 
3jt ./(/+/«) • ;Jf*àis à préfent a ■+■/« = z2 ^ )'en tire 
du '^ ~~ j |/"^ a-\-fu ') = z: ce qui me .donne pout 
transformée , ' ' i, ., qui eft comme on voit une fra- 
âïbn rationelle. P^r CQnféquent la propofée a'întegre par 
logarithmes, ou pat âes ares de cercle. X)ônc-elle dé- 
^e;id de la re£tiiicadoii .dii cercle bu ^ ii. par^Me* 
■■■■■"'■■ ^ " ' CCXLVI.. 
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t P A R T t I. Cha*. XVII. Hf 

CCXLVL 

CoROLL. a. Si la ptopofée ëtoit x-' dx. (a-t-fei) " • , 
dans laquelle p Sx. n repréfentaflent des nombres entier^ 
«quelconques , on verrait qu elle dépend des feâions coni-r 
ques. En effet fàifons a-^-^xx^z^ on en tirera dx^=^ 
• ' " — - — rS" *~ = f ^-r^^— * i la transformée fera 

»(*•■ -«»)! • V » / 

idonc (^-j-^)*" " 1 ./'('i j ' - « * > ^ '"l'ielle par confé^ 
quent on pourra donner la forme ruivante.z~ <^z. (f-4^ 
^2')'>>^ marquant un nombre entier pofitif, 6c r auflt 
tm nombre entier poiitif fie impair. Maintenant je dis que 
cette quantité dépend des arcs de feâion$ coniques , iblc 
qu'on ait -+- — ) ou ^ . 

Soit 1°. »*'rf2. («-t-^ï') ' i je multiplie haut & 

bas pat {t-¥vz') , ce qui me donne ' — 2_; ; 

& comme r eft un nombre entier impair , il n*y aura plus 
de radical au nu'mëj:ate^;.,pax conféquent on aura une 
différentielle dont les diSéreos tetmes feront de la fotme 

Clivante r > que l'on &ic dépendre des fèâious 

(< + «»')' 
coniques. 

: n'. Soit z-^ dz. {e-l- gz' )'~; pour déconviit 

m 

quelle eft l'intégrale de cette quantité, je prends ; 

Il 
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qae je ' différentic ; cette opération me donne 



"Jz ,isz"*'il. 



■5:7 j pat où Ton T<w tjue Viat 



t^gale de """ . ' "^f dépend de ceU'e de z'^^dzi 

(«-»-*«')■» 

— ('-±-M 
(a-*-iz') ^ ' ' . D'où a fuit qae l'intégrale dd 

z*'</2 . <, t'-\- gz' )~'~ dépend de 2*'"^'di* 
C^-f-^z') ^ * ' 9 2c ainH de &ite. Donc quel que 
fbit le fig;ne qui a fi ef Ve —y l'intégrale de z — ^dz }f 
±* j 

C*-t-fZ')~ '^ dépend de ; , & par conféqnenc 

-,.,'■ "^ ■ . . d+t'')'. 

sUe fe rapporte- à la réiUiîcation des leâions coniques* 
ÇCXLVII. 

:Reu*rq<7F. Si dans la différéntieUe précédente 
sr** <fe y (e-i-gz' ) — ~, nous fairons 2= — , nous au-: 
renslatransforméefuivante «■**'" '"^^ "^etu. (^-t-****)""»' 
d'où il fuit que «-'</«. (^-*-f«')~~ fe téduît auflt* 
ain arcs de&âions coniques , n & r étant des nombie} 
cntieis pofitiÊ, 
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. L p * » T 1 1. chaï. xvn. aj« 

CCXLVIII. 

Corollaire général. En léuniflànt ce que nout 
Tenons de dite , & ce ,que nous avons trouvé ( Article ' 
ccxxvii.). on verra qu'en général z^ dz x (f-t-^z") 
dépend de la re£liâcation des feâions coniques j m étant 
1=2, ou = j. 

1°. Lorfque m = s , q étant égal à la moitié d'un 
liombre entier pofitif ou négatif, fie n étant égal à la 
moitié ou au tiers d'un nombre entier pontif ou négatif; 
ou bien f étant encore égal à un liombre entier pofîtif 
xiu négatif, fie n égal au quart d'un nombre entier pofîtif 
pu négatif. 

^ 2°. Lorfque is = ; , f & » étant égaux à la moitié 
tf un nombre entier pofitif ou négatiC (Art. CCXLVI. ) , ■* 

CCXLIX. - 

D'après cela foii cherchée llntégrale de z^ Jz n 
(a-t-iz'^) : je fais (»'-t-A«'" = «', ce qui me donne 

dz=.L„ *x[_j_| ,&z'=|-^) . 

par conféquent en £ûfant ces fubïtitutionS) on z z^ dz* 

■(«+40:=-f »"■*■'- <;».{îL:pl}'"^ quan^ 
aité téduâible à des arcs de ferions coniques ; i°. fi 
/ = 2i 2J-+- I =+-^, &'-±^=+-^, ou + -^, 
a. & J exprimant des nombies entiers ; 2°. en fuppolant 
■■■■■' liij 
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toujours 1 = 2, & if-4-i=^n, & t±2zl == -+, -i. , 

3*. fi r=3, & 3f-f-2 — -f--^, & ti-L::: = j- -i- - 

jCe qui eA é^dent. 

C C L; 

«f ^ 

Aotfediff^- Théorème a. L'intégrale de (lC«-4-c)^ X (/-+-^*)' 

Temielle dé- m 

2^**'^ ë** (*»-i-J*'+-c**)»(i>: {f>n,m exprimant des ndm- 
aionï coni- bres entiers po/itifs ou négatife ) dépend de ia reûificatioa 
l'aire Att des fettlons coniques fie de la quadrature d'une courbe 

courbei du . 

3^ ordre, du troifieme ordre. 

DlÉMONSTRATiON. S! cos nombres font pofitiÊ, la pro-> 
pofëe n'a aucune difficulté : on voit alfément qu'elle fs 
réduit à la teâification des feâîons coniques. 

Si p eft un nombre entier négatif, fàifons f-¥-gx = x# 
pn aura dx^s=~ fie après les fubUitutions ordinaires^ 

la transformée fuivante ^ ^'"Y"*"^^ } ^ ~~Z — • 
,,g.+^g,-6g/+.,>-t^»-H./> -^ T , ôc en abrégeant l'ex^ 

pielHon ge cette différentrelle . Je 

» tnultipUe haut & bas par z~ . (z2-H»z-H^)~ j ce qui 
Ine donnera — ; — ' ■ '■<"'^*''*"yJ _. , Qn y^jt par 1^' 

«'. {lï + o'x («»+" + «)' 

que la propofêe fe change en une différentielle dont chaqud 
teime a la foime fuivante ^~ — 7 ' 
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I. Partie. Chap. XVII. ayj 
On divifera dans chacun d'etix z. par(Az,-f-f)'', tant 
que cela fe pourra faire , & chacune des parties du quo- 
tient étant multipliée pat — ; — '■ ; s'intégrera 

par des arcs de feûions coniques. 

Lorfqu'on fera parvenu à un refte dans lequel k fera 
<; /> , on multipliera le numérateur & le dénominateur de 

la propofé^e pgr z ~ > ce qui donnera ^ ^_^^ 



& en fuppofanf P fit Ç des fondions de x ratïonelles & 
fans divifeur , on donnera à cette dernïere quantité la 
forme fuivante j en fc fervant des règles expliquées pour 
, . „. . ti P dz . z~ 

les bactions rationeUes — • — ^ H- 

(*a--t- p/ . (« -*- fia + .f»»)*' 

- ; - _^; ■ ' —7 . La féconde partie de cette di& 

a ' . (a-t-e«-(-<r»«) * 

fërentielle devient — — — ^ , qui s'integrff 

pat des arcs de ferions coniques > comme il' eft aifé d& 
le voir lùr le champ. 

Pour mtégrer la première — -, t 

(hz-i- e)* .(a + Cz -i- ^zz)' 

je fuppofe ^^e/.^- J^» = j;"' i ce qui donne zy = 
,H-ez^«fz2, & zz-h-^—^ — -^ ; &en tirant 1» 
tacïnequaKéeK-f-^ — ^ = ±j^{— y-h(^)*}i 
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aji Traite' DO Cjictri ihte'os^e. 

ou bien z=y*_y-+-Bj;i/-|G-f-(y4ji-t-B)"}>& 

■ ■ = , Subflituant toutes ces valeuis 



dans la quantité à intégcer, on a ^_^ _ 

(»«+•<)'.(" + '« + »««)' 
PAdy + >-'•/>'';+ -^"■■i? 

— ty'i a-l-(Ay + B)- K 

^= — ; ^ , . Xopeie d'abord 

r~ ^^hr'hak't-t±hV G-f-i^Af-i-ayf 
fur le premier membre : ce qu'on fera fur ce membre fe 
pourra pratiquer 'fur les autres. Je multiplie haut & bas 
par {Ahy -hBh-\-e +A»^G-l-(/ijr -+-£)•}' 
ce qui me donne aprë^ la téduâion 

'fjdr' f Ahy 4- flA + r + hV G + ( Af 4- B)' "l 

; ' . ( iBc» + n - HO + i^»<> )' 
tAdf. f Aky-h Bh-t-t+hy G^iAj -h By\ 

'• '■ i— . Or on 

y' .(Ej + H)' 

voit que dans cette différentielle il y aura des termes 
^tous tationels qui par conféquent n'auront aucune diffi- 
culté ; il y en aura d'autres qui feront affeâés du radical 
•^ G -t- ( /^j' -+- B )■ : ceu%-là on les multipliera haut ôc 
tas par ce radical , ce qui le tranfportera au dénomina- 
teur. D'où il fuit évidemment que les termes les plus 
difficiles à intégrer feront de la forme fuivante 

— ^ ( je néglige les confiante; 



Xiy + ffx (J( + N/ -l-«/j) ' 
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,1. Partie. C h a p. XVII. as-y 
àa numérateur , ce qui eft Indifférent pour la juftefle du 
calcul ) . /7 efi pat l'hypothefe un nombre entier. Si n 
étoït négatif, jp fçrois y =! — , ce qui me donneroît 

après les fubfUtutions ordinaires ' " ; 

(ir-f-Ha)'xV(R-*-h»-J-M(.') 

D'où il fuit qu'on pourra réduire la difficulté à Tintégra- 
ition de ^ i ^ n &c p étant des- 

Nombres entiers poHtifs. 

Four intégrée maintenant cette différentielle y de la« 
quelle dépend rintégrale entière de la propofée , je fup^ 
pofe H •+• Ky s=tt d'où je tijre y ^ '■—- i à y =5 
— i donc oa a la transformée fuivante 

\ \ K S ' K 



r^ujZ 



-t- H' R- HtJ K -t- Kg' 



Cette quantité peat encore êtt9 



;'xi/(4' + fi + ciî) ,^ ^ 

développée etï plufieurs termes tels que L(j!^j^f''7\\]] • 
Ge 1°. Si^eftpofirif, l'intégrale n'a aucune difficulté > & 
dépend de k reâification des fe£Uons coniques, a**. Si on' 
a ' ■*"*' , on muttiplieia le numérateur & le 

.V(«'-|-i'<-l-tlO 

dénominateur par (^ a ^' h t)~ t ce qui donnera deuxter^ 

mes tels que ■ : ^ qui dép&ndènc 

iCAOrCCUiv.). de ia^quadtatute d'un erpace curviligne 
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ajtf Traite^ dv Calcvl titTB^aRAù 
du troifieme ordre. Donc la propofée dépend de la reâî* 
lîcation des feclîons coniques » & de la quadntuie d'une 
courbe du uolfîemc ordrç. C Q. F. D* 

C C L I. 

nnf^renùA- Corollaire, i. Du Théorème précédent il fuit 

les qui dépen- «^ 

*'"'' ^«J» qu'on pourra intégrer le produit de dx , {e -\- fx)' * 
(^-HA*)". (a-+-^jf-+-f**)~(B,m,&J étant des 
nombres entiers pofîtifs ou négatifs ) par une fonâion 
xationelle de x > pourvu que le dénominateur de la fonc- 
tion , fi c'eft une fraâion , ait toutes fes racines réelles. 
Four s'en convaincre y il n'y a qu'à mulàplier la propos 
fée haut & bas pat {g •♦- kx) "», cette opération don- 

€ J_ /■ 1 " "* + » L 

nera </x. -[^-Xi^ j- * .(^-H**) » x(iH-i*-t-f**)* • 
Soir'tnaintenant ^^^ = z, on en tire * = ^j4v ' 
dx = i ^Z - y;] dz; onaura donc. la transformée fuivante 

qu*pn voit bien fe réduire à z~ dz..{a'^^Z'i- yzz)*^ 
^nuitipliée par une fonâion tationelie de z y & dépeog 
d;in;e pac .conféquent du Théorème précédent. 

CCLII. 

CotiOLtAiRE 2. Si on avoit une fon£Hon rationellâ 
4e * piultipUée pat dx x {ari-ix-i- cxx) t • x (r-t-fx 
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I. Partie. C h a p. X VIL ay? 

•4-^**)*~j en fuppolànt toujours que dans cette fon- 
âion , n elle eu une fraâion , on puifTe partager le dé- 
>nomlnateuc en des quantités iimples ( x -H f ) j en mul- 
tipliant la propofée haut fie bas par ((j-+-i*-t-r.**) * , 
^n la développeroit en différens termes de la forme fui- 

K X dx 
vante ;pp7 ■ ~ =« 

«.-H.) ' ■(.+*.+».)— . { :tîtfz } ^ 

pac les règles des fi:a£Hoiis rationelles -- - 



^^^ ,P&(2 étant 



, -T- / '+f'-l-l" X - 
i. + b, + ,..-, ' ■ \ .^i,. + ,,, ) 

des fondions de x rationelles âc fans divifeur. 

Mais fi on divife e-4-fx'^gxx par dH-i^H-f ** » 
on aura au quotient une partie toute confiante , & un 

lefte tel que — ^^4— . Je fuppofe donc J'-*-^"' 

= » -t- Zl^ — > & — V— = — : cette fup- 

pofîtion me donnera (y x'^i-)z = a-i-bx-^cxx , fie 

ix yxx ^■z-4 j. ^ - i + YK 

XX -\ ii- ^ : ; dou on tire x = — -- — 



; K^--f+{^f' ■}' = "*' = t; 



' " . Subftituant une des deux 

valeurs de x dans le premier membre de la propofée ( ce 
qu'on fera fiB l'un, doit avOi fe pratiquer pour l'autie); 
■ Kk 
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aS$ TtAITi'DO CjLCUL IHTe'cRJL. 

ildeviendc» _ ' — ^^^^ -, • 

Multipliant linit te bas pat les valeats de (/«-t-»)' Se 
de (Tx-t-/) z qui lâiiltent de l'autre valeui de x> on 
auia une diffirentielle dont les difi<£tentes panics feiont 
intégtables par le Cotollaiie précédent. 

CCLIII. 

•S'i'îS'd!^ s c H o 1 1 E. Il eft bon d'obfetret ici qu'il y a beau- 

tM^È '""P ^' '" ^°^ lefquels pat la deftruâian de certains 

" rappottent coefficiens , les différentielles que nous arons vu fe rap- 

lnuqnement â * * 

d«^ arci de porter à des arcs de feâions coniques fie a la quadrature 

sucfc de courbes du troiiieme ordre, ne dépendront que de la 

leâification des feâions coniques. En général toutes les 

difiérentielles telles que If 



en dépendront uniquement. En voici li preuve qu'il iàut 
s'attacher à bien fuivre. 

CCLIV. 

Déatxba- Première Proposition, 



^ , B, 9 te m étant .de lignes quelconques ) peuc 
fe réduire à l'intégration d'une diCTétentidlQ 
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dz 

dans laquelle M cft 



quelconque & . ell pofitif. 
DjUONsT, Soit poui le prouret 



.►^ 



s= ( en multipliant haut & bas par f ) 

— — » fl à cette quandté oit 

— A 

ajoute -2 , ,& qu'on l'en toi 

tranche en même temps » ce qui i comme on voit » ne I4 
changera pas ) elle deviendra , 

t"l'<9t--S-)>)'(^+«'>-«») 

_ SL Sa ( en lédmfint ) 

».•( 9-1- y.j.i'C^+i»-.») 

iutr(, + ^y j^ 

.....C^ -H «.-..) „,.^(,^.^,.^(^^,..„/ 
La féconde partie d* cett* dtKr«ntiaUe s'intègre pat des 
arcs de feâtons coniques. Pour voir ce que devient U 

première je fuppofe-i^^-^j-i^^-^.ea 

6ifant-i=A'ionaura^-t-B»— »» = » A/H- ^ 
•*• JVt^'— iioac A—fMz — Nv = iui—BH-t-^^ 

Km " 

•>• — i & aclievant le quatre du fecond membre , te 
prenant la lacine quatrée dos deux j on a » — ^^ * 
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a6o. TtAitE' DU Câicoi tiirB'a*Ai. 



A—fMz — Nf-t- ( — — ) 

,,, ,, Ait . W «' - iBMmg -h tWHt + S'nr* - t3wi W-f W -y 

= ±K(^-»A/i— y-t ÎTSIS ^ ■ ) 

( ^' " V ^ : «Jonc sifi" on trouve « = — -^ — ^-^ — 

■f M'»' -4-( >»-■»■»)»<« -4(tM»i'«+CW-Biiij' ■> ,J^__ 
jlli, f Arti«+ WMi«-flMiiti*- 1 yAfiw'Jr) . 

Subftituanc dans la piopofte une des deux valeurs de « , 
tt multipKant le haur & le bas par l'autre valeur de », 
comme oh l'a. déjà pratiqué , An. cclii. on aura une transr 
formée qui fe rédoit à des arcs de ferions coniques te 

à l'intégration de ^ ' , M étant de 

Cgne quelconque , & " pofitif. C. Q. K D. 

CCLV. 

Seconbe PwjFosmoN 



( a -t-ix ■*-«»>' .(«-*-/»4-g*»)*' 

s'intègre par des arcs de feâions coniques, lorfque a -y 
ix-f- cxx afes racines réelles, ou ce qui eft la même, 
chofe , lorfque ib e& :> tac. Car foient les deux fic- 
tcttts réels de cette quantité m«-f-«, rx'f- p, on aura 
i£ . . Soit »)*•+- 

\(mx + n) .(rx + ,)S'. ( r + /. -4- g.»)* 

|i==ï, oneno're </:ç==-;^j <=»^^ , donc oa a la 
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tnnsfonnée 



• I " ^ I '• "^ ■• 

Éiifto! z =t= —, (il = L_ ii , on trouve» 
— **" 

^ .wnm 

L'\- - S. S ' ' '^~ - 



,.»+'-' 



d<, 



— ~ 1 7. difféientieUe réduûiblB 

aux feâions coniques. ( Art. ccxzxvr,}. . , 

CCLVI. 

Troisième Proposition. Dans Ja même hypothefe , fi." 
on écrit la propofée aînfî ■ — '■ ■ 1 _^ , 

on trouvera qu'elle fe rapporte à la re£tîfîcation des fec- 
tions coniques, & à l'intégration de. la différentielle , 
— ; -— . ' Gac Ibit -lif/*!!" 

rx-l-f yt-i-f ■ 

— ''•^r +i. + i.. >^ rrT75r^. = -=-> onentiro 
» -^• A » -t- r,, = t=i±il2 , donc « = _ i -(, U; 

Il ' IC ICI*' 

j^ — ■ v^(4c<f fflw— 4iir«*-+-MB"— a^T»ï»-+-7'm*);donc 

•hC. ~ im-yoi I ï/" y' m' , 4e<C»n«- xbymu. , 

eiuin » :^ ■: — H — =- K - v , -*« ■ - ' i . i — -t> » « ■ 
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ati TtAiTt' DU Cjtcai isTs'dRAu 

«. .11 <** 

D ailleuis oa aoia z-jr; r 

qu*on trouvera par la méthode de l'Article ccLii. dé- 
pendre de la teâification des feâions coniques & de 
ilutégration de la difiéientielle fuivante, 
-———^ ' Donc 

il eft évident que la ptopofée ; 

dépend de la teâification des feâions coniques , & de 
l'intégration de - ^ ^ • Donc puifque 

4x 
(Prop.Sec. ) ; dépend 

(« + *« + "•) ' ■ (•■»-/»+«»■) ' 

dans le cas préfent des feâions coniques, il s'enfuit, ou 

que le coefficient de — — eft = o, 

tous les termes fe déttui&nt dans ce coefficient, ou bien 
que fi ce coefficient n'eft pas «= o , i — ■ — 

m 9A-^' y A-*-Sit-t-im 

dépendra de la teâification des feâions coniques, excepté 
peut-tee UB feol cas particulier , dan» lequel le coeffi- 
cient de cette différentielle fetoit égal à lérp , en veita 
d'un certain rapport entre i , it ct ' > f> S- 

CoKOLLAiKE. Donc fi tous Ics tenucs ne la 
dàmifcBP pas dm» le çoeSdeM de {A) 
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à» 

> u 



•^ '-^v «^i nr^nrr; '-''«} 



('enfuit que (fl) > — !_ " — dépendra ton. 

jours de U re£tification des feâions coniques i en prenant 
^1 i>> r i volonté , pourvu que hh foit > 40^ . Cat 
cette dernière diifêrentielle peut toujours fe réduire à la 
première. En effet on a e-^fx-^gxx «s f^O'^bx-^cxx) 
x-f — 4^-1-/»— -^-Ht. Donc ï caufe do 

— ^-4-/; JiŒ^ ^-4-» . D'ailleurs en comparant 
les difféientielle$(^] 9c (B)', on trouve «=«■'''''' , 

donc *'»!* = « X (i^ — 4'if)r out = — ^î "*^'^ 

= — •^•+-/; e» t^-,4, ) don fon tire ^c'^'m 
m= (*i — 4«f)6-+.«*,m : donc ^=1= "*'y'>^g .4. 

Il ne pourioic tout au pius y avoir d'excepté qu'un cas 
où ■ ae dépeodroit pas de U 

xe^ficatkm des . fe£lions coiûques ; ce fecoit cehû dans 
lecfwl il y auiok uoe certaioe éc^tion eone a^b^Cf 
ti fi gt ou ce qui eft la même chofe entre «> m^ a^Cï 
mus dans tous les autres cas l'inté^ation céuHira, 
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a(f* Tkaitb' du Cai-cui. isTE'etJi. 
CCLVII. 
Quatrième Proposition. Si a-f-ix^-cxx 
,3 Tes lacines imaginaires y <oa trouvera qoe la propofée 
iï ; dépend de la leSifica- 

«ion des recÛous coniques & de l'intégration de 
du 



,^ar ai^hX'y cxx a lès racines imaginaires dans le cas de 
M < 443C ; il feudra donc écrire, alors — «« . (^ac — M) ; ce 
qui donnera - * 



»K'-+-f..^{^ 



~ibvmu-^^eS'nH 



diffêtentielle qui eft la âiÊme que la ûûvaate 
du 

Or 1°. fi le coefficient de cette dlfFérentielle s'éva- 
jjouît , ce fera une ijnarque que la propoCée dépend uni- 
quement des feâions coniques. 

2*. Si les termes ne fe dérruïfenc pas dans ce coeffi- 
cient , c'eft une marque certaine qu'ils ne fe détruifent 
fas, ncto plus dans le cas de la troifîeme Fcopofition. 
Car ces deux cas font ptéciféme^C les mêmes , on n'a 
&it que mettre ^ac — b& pour hb — ■ ^ac. Donc dans 
cette fuppofition on peut conclure que' toute différentielle 
s'intentera par des apcs de 
^"♦"r • K« ■+-««■ 4- <i* ' " 

ferions 



.K 
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feâions coniques , au moins quiind il n'y aura pas entre 
les coefEciens " , ', m, » une certaine équation. Or il 
eft toujours poflible d'empêcher que cette équation n'ait 
lieu j car — : fe réduit { I. Ptop. ) 

à l'intégration de ''- '■ ■ , dant 

Quelle • = '":;;'• , ; . = tlLJ^ . Donc puifi 
que M e& indéterminée, il s'enfuit qu'on peut la fuppofet 
telle que l'équation dont il s'agit n'ait pas lieu. Donc il 
«ft évident que '' ^ , dépens 

dra de la reaification dés feflions coniques; donc aufl) 
'•' , — ~ • ; ' donc ' aufli 

"'^ ''"*" -ir • y-i-feu~v, 

■ J ; lorfque «-+-**+«■«' 

ï fes racines imaginaires. Mais nous avons vu (Prop.II.ji 
que cette même difiérentielle dépend aufli dé la reai, 
fication des feaions coniques, quand a -^^ bx ^ cxx 
a fes racines réelles ! donc en général toute différentielle 

d'x 
7 — ■ — ■ —7 fe réduit uniquement à 

la reaification des feSions coniques. C. O. F. D, 



1.1 
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^6^ Traits^ du Calcul ikte'ox^i:. 

CGLVIli. 

Corollaire général. On poutroit par une méttuxte 
iemblable, s'afluret fi toutes les différentielles que nous 
avons vu dépendre de la quadrature d'une courbe du 
troifieme ordre ^ ne fe rédulfent pas uniquement à des 
•arcs de ferions coniques. Il &ut pour cela que le coeffi- 
cient qui ^eâe la difiStentielle à laquelle leur int^ 
^ration eft liée en même temps , (bit ^1 à zéro. Mais 
je calcul pour découvrir fi ce coefficient eft égal à zéro 
iefl très - long : nous ne nous y arrêterons pas i il nous 
Su&t d'avoir indiqué à nos lecteurs la méthode de le 
ftire. 

CCLIX. 

Paoblche. Trouver la quadrature de tontes les cour* 

bes du troifieme ordre. 

Quadrature. SOLUTION. Une courbc du tfoifitme ordre étant 

du troifirac donnée avec fon équation , on changera les coordonnées, 

•rIk* de manlete que fon équation devienne une des quatre 

fuivantes > 

xyy — ey =^ as^ -4- A** M- r* -+-/ 

fcy ^ ax^ H- èx* H- tf* H-/ 

yy == ax* -+- àx* -¥• ex '^ f 

y ^ «*'-+- hx' H- f* -+-/ 

que nous avons vu avoir été afHgnées par M. Nevtoa 

pour toutes les lignes de cet ordre : on aura pour l'éler 

ment de l'ùtcydx. Cette aire étant trouvée ^ il n'y 
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aura plus que des efpaces reâUignes à ajouter oa à fou- 
ficaire pour avoir l'aire rapporta aax coordonnées pn-> 
mitives , comme nous l'avons prouvé Ar^ ccxxxix. Toute 
Sa difficulté fe réduit donc à trouver l'intégrale deydx i 
dans les quatre équations de M. Nevton. 

La première donne y=t~'4~~ y^(^ax* ~\- èx^ -h 

cx' -+- /* -t- f f ) ; donc ydx ^ ~^ ^ — VT.C.i** •+• 
^a:' •+- ex' H-/* •+• ee) (^i s'intègre pat l'Art-ccLii. 

La deuxième & la quatrième donnent ydx=~* 
(a*' -4- i** H- £■«-+-/), & ydx = dxiax^ H^**'-4- 
f * -4- /) , qui s'intègrent tout de fuite par la legle 
fondamentale. 

La troifieme enfin donne y dx =i d x x/" (a x*' '^ b x\ 
-*-r*-t-/) , qui s'intégre par des arcs de feâîons co- 
niques « ainfi que noi;s l'avons vu plufieurs foi^ 

Donc toutes les lignes du troitieme ordre font qaarra- 
^les ou abfolument ou par logarithmes , ou pat des arcs de 
fe£ïions coniques , ou par la quadrature de la courbe donc 
l'équation eft xyy-^^ a-^bx-^-cxx -+-/"*' , le fécond 
membre ayant toutes fès racines néelles. ( Art. ccxuii. ) . 

- CCLX. ■ ■ • - 

' Remarque i. Nous venons de dire, que jfJAr étoit 
l'élément de Taire de toute courbe du tipifienie ordre . 
rapportée à l'une des quatre équations généc£^e$. Ce- 
pendant il &ut okfei>ver que fouvent les coordonnées 
•de ces courbes ne font pas rectangles. Alors i'élémçnt 

Llij 
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ià§ ThJitb' dit CaXcxtl iste^crâû 
de l'aire n'eft pas ydx, mab ydtt multipliée pat le rap»- 
port du (inus de l'angle des coordonnées au lînus total ; 
tt comme ce rapport eft une quantité confiante j IHnté» 
gradon n'en devient pas plus difficile. 

CCLXI; 

Remarque i. Toutes les différentielles dont nous 
Avons recherché l'intégration dans l'article des fraâions 
tationelleS} dans celui de la ie£Ufîcatlon de rellipfe & de 
l'hyperbole , & enfin dans ce dernier ci , s'intégreroient 
pat les mêmes méthodes fi on y mettoît «"pour x, ÔC 









ss 


, CHAPITRE 


xviir. 


De 


la quadrature des iourtes 


dont les équations 




ont trois termes. 




ccLXir, 





Fonmle Ç Oit rëquatlon i trois termes jiy' x' .*• By' x* -h 
&'Sn. ^^Cy'x'=:o{A,B,C reptéfentent des coefficiîns 

contîeniicnt 

iroûtennctf 

£Ourbe à laquelle appartient cette équation. * 

; Je divife réqu^on,par Jf'^* , ce qm la change eni 
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«n aura *...,, ^^* -+- Sy'^ x' -l- Cx^ = o. 
Cette ^équation repréfentera donc toutes les équation» 
poïlibles à trois termes. 

Je fîippofe à préfent j' = *' » (r fie » font ïndéter- Tranifbrma- 

^.,._, . .A T\ \ non néceflai- 

kmnees } . J'auiai y ^x u re pour pr^- 

f^ r/x ft parer l'équa- 

I)onc on aura la transformée fuivante yfjc' » -4-B«'^'**' 
«'*H-C*^ = o. Je divife par jff'^, & j*aî ^*'^'*^ ~ ' « 
-+- B *'"'"■*"''"'' »""-+- C=o. La même fuppoHtîon de 
y^ x' u, nous donne ydx = x*^ udx. Donc fi de l'é- 
«juation précédente on peut tirer la valeur de x en u , 
on aura celle de ^</x en « & en c^h. Oc on trouvç 
la valeur de x en » dans tous le^ cas fûivans. 



CCLXIIL 

II efi évident que , firx — t =a o , il n'y aura plus Caidamlo^ 
qu'un terme qui contienara x & «> & qu'ainfi en divî- ve^û*'"aielff 
fant par one puiflance de a, on aura la valeur cherchée. ''^''* 
:I1 en feia de même, fi k^-+- v — t a=so. On la trouvera 
aufli fort aifément ^ Ctrx — T=rM-+-ff — tj car alors 
on n'aura à céloudre qu'u'ne équation fort fimple du pre^ 
mier degfé. Enfin on la trouvera encore, fi rx — t eft 
le double ou la moitié de r^H-'— t, puifqu'il ne 
's'agira dansce cas que de léfiïudie une équation ordinaice 
du fécond degré. 
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CCLXIV. 

lit font m Voilà donc cinq cas dans lefquels on aura la valeur 
cln^ pour lei dc X Cn » y en donnant à llndécernûnée r nne des va- 
iTobl^ct. leurs contenues dans les cinq équations fuivantes, 

i', rA — T 3 o 

1*. r/t^*-^ * o 

3'. rx - r. = rM +■ »■ - » 

4*. rk - T = i(rM-i-v-T) 

j'. rA - T = l(r^H-ff_r). 

Comme nous n'avons à la ibis qu'une feule équation de 
condition , la valeut de r fe préfentera tout de fuite. 
D'oïl il fuit qu'on peut toujours réduire la quadrature d'une 
courbe donc Téquation a trois termes à l'intégration d'une 
quantité x' udx , dans laquelle on aura la valeur de x 
en M , 

CCLXV. 

Examen d'un Pour le mîeux Élite fentir y nous allons détaillée un 
^ai "ràcfr^^ des cinq cas précédens. Soit r a — ▼ = o , 

^"* on en tire , r = ~. 

Donc v^*''^-'»*-t-fî*'"«"*-'-"«'*-f-C=o 
devient yî?«*-H5*T'*"^'-''«*'-+-C=o; donc 

— - 4- ff - T — j9u — Cu 

» * = J-: , ou * = — 

{ ^"'""j^ ^'•''' ] :^+.-r ; donc i X = 
<- ' \ ^. /^«^''H-Cb-.I-— ^-— •-■ X 
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I. Partis. Cha». XVIII. 171 



& 



— \ d^Llls*l£!LZ\ w-t-"-'» . Faifant ces diffé- 
rentes fubftituùons f on aura fx' udx = 



du 



f -c»-"_^»>-" |;;::^-i^,-.^(- ^c»-'' 

/ — C'-Au I TM + ^x-*A ~ \ Or cette équation , 
comme on le voit , contient deux membres qui peuvent Te 
repréfenter chacun en particulier pat»'"i/v.{o-t-i»") « 

CCLXVI. 

Pour trouver maintenant les cas dans lefquels la courbe X(czhmh« 
eft quarrable , il feut fe rappellet ceux dans lefquels u " jefqucT. if* 

-f courbe <le ré' 

du(a-+-èu ) eft mtegrable. ^uationim»» 

p lermei eft 

1*. k" ;i « . ( 4 -H- i »" ) eft intégrable ( Art, x i. ) i"airabie, 
toutes les fois que p eft un nombre entier pofitîf , » 
étant tout ce qu'on voudra. U faut cependant en ex- 
cepter un cas ; ceft celui dans lequel eft égal à 

un nombre entier pofîtif, ou eft plus petit què^. Alors 
nous avons démontré ( SchoUe Art, xii. 6c xiii. ) qu'un 
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372 Traits' du CAicai isTeàRAii 

des termes contenoit une difFérentielle logari^mtque; 

Donc la difféienùelle dépend alors de la quadrature de 

l'hyperbole, 

2°. La même difFërentielle s'intègre (Art. ixxix. ) fi 
— - — cft ëgal à un nombre entier pofitif , à moins que 
/» ne foir égal à un nombre entier négatif plus petit que 
—^ . Dans ce cas { Art. lxxxiii. ) il y aura un terme 
imëgrable par logarithmes. 

. 3°. Cette même différentielle s'intégteta ( Art. lxxix. ) 
toutes les fois que ï-ij — ;. eft un nombre entier po- 

, fitif. Il faut cependant en excepter aufli un cas ; c'eft 
celai dans lequel f eft égal à un nombre entier négarif. 
Car dans ce cas on a prouvé ( Art. Lxxxvi. ) que l'in- 
tégrale 4= quelqu'un des termes dépend de la quadra- 
ture de l'hyperbole. 

CCLXvir. 

«mîaTmiit Cherchons à préfent les cas dans ierquels la fprmule 
a™'' '?»'*: des équarions à trois termes peut s'intégrer par la qua- 
3e la quadra- drature du cerclc ou de l'hyperbole : nous avons déjà 

pireducercle j ' i /- . / . . 

ou <ie vhy- VU ceux ûans lelqueis p érant un nombre entier pofitifj 
elfe dépend de la quadratute de l'hyperbole. 

1°. »"</». (a -t- ix" )' eft rédu£Uble en frafUogs 
'rarionelles , fi ;» eft un nombre entier négatif, m bcn 

m j 

Iftant fiafUonaires. On fiit que l'intégrale de " * 

« -*- **" 
dépenj 
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t Partie. Chap. XVIII, 27^ 

dépend de celle de . Ot foit m~-^ , te » =s 

a -h t»" * ' 

r u'" du u' du 1^.7 -s 

l^j on a- -= : — . Je fais u =sz,faxaii 

■ ' a -h i» ,7 

a -h 1>h' 

-s ,_, ^ ^ 

« = z -y du=^ sz dz; « ' = z ' : donc on aura U 

transformée fuivante ^ . Soît encore z ? = y , 

bn a zsssjf' j dz^py^'^ dy ; donc la transformée fori 

^^! 2 , quantité qui cil une fimple &a£Uon ratio-- 

nelle, pj r, q, s éunt des nombres entiers ; & par coti- 
fêqaent intégrable par les méthodes que nous avons 
données pour ces firaâions. ' 

a", u"* dit . (û'h hu' ) ell intégrable parla quadraturo 
du cercle ou de l'hyperbole , lorfque ^ ^ ' — 1 eft égal 
à un nombre entier négatif > quel que foit p. Pour s'en 

Convaincre il tfy a *qu'à faire «" =±0 2; , on aura t* =»« * ; 
j/ji«=— s" dziu =sz "t Donc« du . {a'^i h" ) 

■ — + i — * f 

^»-;z" ■ dz ,{a-^.èz) . Je fais enfuite ^ r*- i 2t 

{t - a^ --I 

V-j-'j qmntit^ ,que je dis êtn> une fiaûion ralioneUa, 
* ■ ' Mm 
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374 Traite' dv Cjlcv u* i^te^cr Jt, 
lorfque ^^^ — i eft un nombre entiet nég»if , quel que 
Toit p. Si p eft %ufli un nombre entier , cette ptopofitîoa 
ne fouffce aucune difficulté ; elle n'eft pas moins vtate fî 
f eft un nombre fiaâionaire. Car foit -' • — i =aa— 4, 



& ^=s-^ , on aura 


1 
t' it 

.-2)* 


Soit." 


= Xf on en tii» 






î = .' 




t^u' ,dt^ 


m' 


' du;t 


Jonc ona U tata^ 


formée fliîvante 


ru'*'-'du 


qui eft une ia&ion rario- 



nelle, r, ^ , & A étant des nombres enùers. C'eft ce 
'qu'un auroU pu voir fur le champ en rapprochant la pro« 
fotée de l'Art, cxc. 

3". La même différentielle dépend de la quadrature du 
cercle ou de l'hyperbole, toutes les fois que ^^' — ^ — t 
çft égal à un nombre- entier négatif, p étanr tout ce 
qu'on voudra. Pour te prouver, Jâifons « ^ — ,.aprë$les 
fubftitutions qu'exige cette transformation,. j'ai u^ dm 

(«-t-*»") = -^. - {» -t- -^} • Soit»" = t, cett« 
» * j 

luppofftioa me donne -^^ . /«-(.i\'=a _ îj! ^ i 

;; 1-=^—— dt.(at^iy. Soit 

tnfin or + ^asi, on trouvera pour dernière transfoiihéa 

\ ~r j " • "Tir > l'ran'it^ qu'on voit bien être 

ime toaion lationelle, fi 'îi-' —.p „ r eft nu n°'"''"i* 
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r. p A R T I E. Chap. XVIII. ï7r 

«ntier négatif, 6c fi ;> eft un nombre entier! Mais fi p 
exprime un nombre rompu., alors on réduira la propofée 
ia fraâîoa rationelle , en fiiivant le calcul de l'ardcle 
précédent. , ' 

4°. Si on &it a* = t , on aura après les fiibflitutions 

onimatres i ' dt.{a-^bt) pour transformée ; la- 
quelle en fuppbfant p = — , & SJtLÎ — i ^ — {^q 
& r étant des nombres entiers impurs polîtiâ ou négatïÊ } 

. - *■ 

devient» </t. (a-4- *«)'. 

Pour la réduire en fra£Uon rationelle , fuppofé que ^ 

td\t un nombre pofitif, je la multiplie haut & bas pai; 

♦ — f 

, . , .T . , t ' <Jt. ( « -4- ir) ,.,, 
(d-t-pr) , ce qui me donne i i-jaiw 

férentielle aifément réductible en frafUon taâonelle , Art4 

CLUXXVIII. 

'5". La même cbofe aura encore lieu fi ^ = .^ fie 

—^ f — I = -^ i ce qu'il eft aifé de voir en appliquant 

le calctd de l'article précédent à {•— -J" "*" ' ~~ i 

C. Soit enfin dans la propofée u" du. (a -^-hu") ^ 

« * :n r" , on aura la transformée fuivante t ' ' dt i 

(a-4-i>')''> dépendante desfiaâions tationeUes, toutei 
les fois que ; «= -î- , & '" "*"' — i ^r, r étant un 
nombre entier -pair ou impair > pofitif ou n^tif. Car oq 

zt' dt i (a-Hir?)'. Soit dans cette quantité tt==i5J 

Mm ij 
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rj6 TiAlTt.' DV CaICUL INTE'GaJl. 

on en tire r = z',r ^.z*: donc on a la ttanform^e 

fuivante z' * dz. (a-ir-iz)' , (fû. ell U même que 
celle du N°. 4. 

CCLXVIIL 

La quadratuie de la combe de notre équation- à' trois: 

Kojm d'à- cermes peut aufli fe réduire à la reâlAcation des feâioBS^ 

riani lefqiieîf conîques. On tfouvesa les cas fufceptibles de cette rér^ 

4(îl-'ifd"'eU duûion en fàilànt »"=(', ou t' , out*, 8c en agpli- 

Jtf ftâïorâ l"""' '" transformées aux différentes formules que nous 

caiilues. avons développées dans les Chapitres 14, i;, & i* fut 

lès différentielles dont l'intégralb dépend de U reûificar 

(ion de l'eUipfe Se de l'hyperbole^ 

ccLxix, 

AppliqponS' préfsntement les principes que n*u$ VC' 

Kppiicadon """^ d'eipofer , à Un exemple. Soit demandée la qua-- 

pAc£?ni dtature de la courbe que les Géomètres ont nommée 

Je &is fuivant ce qui a été prefcrit plus hvity^x' z r 
^ qui me donne en fubftituant cette valeur dy d^ns Té- 
quation précédente-, x'' z^ •+■ gx'— ax' "*" ' z = o^ 
Je diïife par »', l'équation devient x^'~^ z' -4- g — 
* * ' ^ ~ * a !c= o. Soit a prélène fclon la première con- 
jdition r •+- I — } 3= o , c'eft-à-^ire , r = 2 , nous aurons 
(c' z' rf-4-^«2^=oidonc«' i=^^r^. Maintenance 



=, Google 



I. F A R T I E. C S A P. XIX, :ï7^ 

Taïre de la courbe fydx eft devenue pat la fuppofîcion 
^ ys= x' z , fx' zdx , & cttùnte fx*zdx. Maïs l'é- 
;^tion X * = '"^'^ T donne * = / -. *^~f V ; ^ x = 

»"=5/-^ "frV^* ^""^ '" ■nettant les valeurs de 

x'etdedx dans l'aire de la courbe exprimée par yi'ï<i*,. 
en mvi/x-zdx =/_ '-iL' ^. 1^ = i^ _ 1| + C. 

CHAPITRE XIX. 

De ùc quadrature des courbes dont les équatiùni 
contiennent quatre termes. 

CCLXX. 

^ Oit f équation à quatre termes Ay^ x" -f- Bjr' «* -f- 
Cy" x' -^ Dy"* X =o, je la divife par x^y"^', ce 
qui 'me donne celle-cif Ay*^'^ -+- Uy^~^ «'"* ^p- 
(ry"'' *'"'-+- Oa;'"' = o, «c fuppo&nt, 

" -9 = » 

r - 9 = M 
f -« = » 

« - « = f 

fat /fjr* -f- B_y'' x' -t- Cj!'»' -t- D*' = o . Cetti' Fonmli 

équation cepré^nte toutes les équations poIIiUes à quatre i\^^^ 
teimesa * ""^ 
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ayS Tra iT£* DU Calcul tvTE*aRdu 

CCLXXL 

On Te (en Jc fais àpréfent comme dans le Chapitre précédent y =3 
m^fomu- x' t$ , ce qui me donne la transformée fuivante Ax*^' u 
•i«^«'-.^ Bx'^'-^-'u'^ -+- Cx"-^U* -h Dx^ == o, qui 
devient Aant divifée par *% Ax""' »* H- B*^'' "*""■»** 

CCLXXIL 

Caidaiulef Si CD chetche les cas dans lefquels <»i peut tiier de 
v!!uur'*ae M cette équation la valeur de x en »^ on trouvera, 
^ "* l^ Que fi dans deux des quatte termes les expoiàns 

de x font égaux à zéro > comme alors U n'y aura plus 
qu'un terme qui contienne x & » > il fera ailé d'avoir 
la valeur de x en w , en divi&nt par la puiflànce de ik 
49UI afibâe * ; ce qui donne les trois cbtulUions fiùvântes« 

I. rA-T = o,5cr^ + ff — T = o 

j. 'r«-|-ff-T =0, & »■• +^-T = o 

2^. Si dans l'un des trois termes afTeâés de » &; de 
«, rexpcfant de x eft égal à zéro, & qu'il fbit le même 
dans les deux autres , on aura la valeur de x en », en 
divifant par les fonâlons de « , qpi multiplient x dans 
ces deux termes. Cette fuppofmon donne encore trois 
conditions. ■ ■ 
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,1. Partie. Chaï/XIX; aj^ 

■ 3^ Si dans l'un des termes l'expofant de x eft zéro , 
Se que dans an des deux autres cet eitpofant foit ou 16' 
double ou la moitié de celui qu'a le même x dans le 
troifîenie , on pourra encore alors avoir la valeur de x en 
». Pour le faire mieux fentir y je reptéfente le cas pr^fent 
par ««^-Hi*' w**-+-t* (f -Hff=ao* J*ai par con-- 
féquenf **** u" H-r#* u' = —«»'' —^f, ou *** 



ex 



A,.>-m; _^ au''"'* /a" 

' T — ^— . J^acheve le quané 



dans W premieip membre de cette équation f ce qui 



donne x 



ccu 



_, P^ — , & eh extrayant fa racine quarrée , j*auraî 

la valeur de x en ». Cette troUl^ne fupporuion me donav 
Jes fa. conditions fuivantcs. ^ 

7. fX.-T='o,ft rM -»- * -r » «r t ( If" t4- f - T) 
IT, lfH-f-T«0,&fX-r-T,= l(rM-*-y-T> 

*■ it, 'ftr + f -T a 0, 8t rX - »'= i C rjU -f- *,-t) 

- V* Si i* Apàf^rït 'de' ■*!' felt 'le'^ même dans ' deux des troî» 
fcrtnes'aÔea^Me i^ &'de«,6c' èti mêtne temps double* 
ou la moitié dé l'expofant dé' * dans lé trôifîeme , ouf 
tirera encore îa'i^leut'^dtf *en a.' Ce ci? peut fè rô-f" 
ptéfentef pa£ 4«*;^>'^4-i*:'^>'''4-f»* «'■■4-./^^ 
f ' ' '• ■ ■ 1 g' ' ex w ' ' ' ' i ' ' 4^ ' 

ïheve le (jnaiié , je prend» enfuite la racine' quatt&V 
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a8o Traîtb' vu Calcul x tt tb'g a. À ti 
ce qui me donnera > comme on voie t la valeur de x 
en M. Cette dernière combinaiTon £bimùc encoce Sx 
conditions que voici : 



'î- 


rX 


— T = 


rti ■*- f ' 




14- 


rA 


-r ;= 


CM -1- «■ - 




IJ. 


r\ 


- T = 


Ir-f-f- 




i4. 


rX 


-T = 


«r-t-f- 




17- 


ru 


4- ff- 


T=. tr-t- 





= • 


(9r-|-,- 




= ^ 


(«rH-f- 




= t 


rM-f-«- - 




= 1 


C'M-*-» - 




h*- 


T=»(rA- 





nombre "de"" Voilà donc dix-huit cas dana lefquels on peut avoir là 
dix.Jmii. valeur de * en « , en détennlnant r pu le uaoyen dci 
équations de condition» 

CCLXXIIL 

S c H o L I E. Mais il faut faire ici une remarque cfTen- 



DifRrence 
cflenricUe en* 



terme» , & avoit à la fojs quunc feule équation de condition , nous 

«Iles qui en ,' . . , . . , , 

fitv ijfime. avons vu qu on uroïc la valeur de x en « ^ en oétermi- 
nant r > pourvu qu'une de nos cinq con<fitions eût lieu. 
Cela ne fufHt pas pour les éqpatlons à quatre termes. Il 
y- a toujours deux équations de condition à la Gais. C'eft 
ce qui 6ût que pouf ^voir la valeur de l'indéterminée n ' 
i) doit fe trouver un certain rapport entre les expo&ns 
^ , M « <r, &c, F^ eicemple > - la première condition 
r* — ^=^9, fie fM^f-— :r ^ Q, donne r^=:~, 6ç 
r = ^^ ; ainfî pour pouvoir fixpr ici la valeur de r , 
M faut que dans la propojëe -j- j^ ^-^ . Il en eft aiofi 
^G$ autres. 

' ' çcLXxrVé 
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I. P A R T I c. Chap. XX ait 

CCLXXIV. 

J'en conclus qu'on ne peut tëduire que dans certains 
' cas , la quadtatute des courbes dont les équations ont 
quatre termes à l'intégration d'une diflférentielle «'^«i^iiri 
dans laquelle x foit~ donnée en ». 

CCLXXV. 

En fuivant \ peu près les mêoies procédés que dous O" *<^*^ 
avons pratiqués dans ,1a première partie de ce Chapitre j SeAiChapi- 
. on parviendra à déterminée dans le cas préfent des équa- lu cas d'înt^ 
tions à quatre termes les courbes qui font quarrablcs cai f^dou i 
abfolument > ou par la quadrature du cercle ou de l*hy- '^^ 
perbole j ou par la reflificatton de Tellipfe & de l'hyper* 
boie ; il n'y aura de di^iculté que la longueur du calcul. 



CHAPITRE XX. 

JDu différentielles qui renferment des logarithmes 
&'des exponentielles. 

•CCLXXVI. 

NOu» arom déjà tu à là tête du Chapitre lut les «".sarrai. 
&aâions rationelles une cegle pout tfouver Vinté- ^in qû 
grale des différentielles logarithmiques les plus fioiples. de" k>^u^ 
Mais il en efl de très-compliquées auxquelles on appli- ^^ 
<l(Ieroît difficilement cette zegle. Nous allons doimet icî 

Ma 
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ajj TujIits' du Caicvl inte'si^l. 

une autre méthode fort utile dans beaucoup de cas* 

Cette méthode conTiûe à fiùre ufage de fubftitutions ^ ce 
, qui Te préfente d'autant plus natutellemeat 'que nous tious 
. en fommes fetvi dam la diffîrentiation de ces ménoe* 

quantités. 
' CCLXXVII. 

Uiàge rf« Soît propofé d'intégrer -^ , Je fais Ix i= y ) donc ■ 
poïc'ï^r —=■ iy- donc 1» propofée devient ij- , dontl'intégra- 
■"' '™'^- le e» (Art. cxvii. ) ly : remettant pour y là valeur, oa 
m^. * '•'" pour l'intégrale cherchée» 

.On fuppofè ici âc dans la fuite la Ibus-tangente de 
la logarithmique ==: i, 

', . CCLXXVIII. 

SeconS ' Dfl même pour intégrer ffï .(/* ) — ,;e ferai /V 
•e=_yî cette fuppofitîon me donne -—^dy, (/«)'""^ 
;s=y'"'"' J donc m(/*) ' -it ^ my"'^ ày\ or l'in- 
.tégiale de ce. fécond membre teft> comiûe on'fçïit, _y'*V,» 
donc i'incégrale cherchée eft (/»)", 



CCLXXI^ 

iTaltiAt îSoh 4ei)i»ndée fiittégralè de »!.(/./*)" "'-^rfe 
"^f"- fuppcfe lxm=y, 4'aii je me i^=>dy,l . l* = Jyi oa 

; . ' ï donc la transformée fuivante m. (/_y) -~- > donc 

ï'int^irale eft ;( Article précédent )(,ly)"' • Reœettanf 
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• I. P A R T I E. C H A P. XX " iSj 

poui/> fi valeur, on a/ffl. (/./«)""• ii- =(/./)[)'" < 
CCLXXX. , 

Si. la propofée étoit nm,{tx ) ~— j je ferois * Quatrième 

* * di m' exemple. 

■=ji, l'où je tire ix^ — ~^ ; Ix = ly, & après 
ces lubftitutiotts j'ai la transformée nm . {!y) -^ 
= •.(/_)') —, dont rintëgtale eft, comme nous ve^ 
nons de le voir ( /j* )" . Remettant pour y fa valeur eq 
«f on trouvera (/x"* ) pour l'intégrale cherchée^ 

CCLXXXI. • 

Soit enfin propofé d'intégrer um -f/ . {/*)"\ ZTi', ■ • 
je fuppofetai Ix =y; donc ~ ^dyfilx)" =_y";, eieirfls. 

donc on a la t^nsformée, fuivante hiîi.C/j?") -p!i 
dont nous avons vu ( Art. cclxxx. ) que l'intégrale eft 
(/j.-)". Donc/Bm•{/.(/»:)"}""';-f.= {/.(i.)"}^ 
CCLXXXII, ^ 

' A l'égard des dffiîrentielles exponentielles > l'inreife .''• W^ 
âe k règle que nous avons donnée pour les dUH^rentier rentieUes ex- 
fervira pour les mtégter. Amfi Ctntigrate aune aijjtrm' 
tklU cxfmtmitlk ejl cme jumtité m(me dwifte ftr la difi .a^ito 
ffrtmt de fin Icpfrttime, ■ ■' . ' 

Nn ij 
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Appliquée i , En effet de ce que la dîffëtence àc c' t& c* àx y 51 
S enfuit que 1 intégrale de f (Jxeftr . De même fi on 
demande l'intégrale de x' dylx-t'*'" yJx , la règle 
précédente nous apprend qu'elle eft x'. Car la di£^ 
lence du togaiiihme de x' ett dylx -H ^^—^ • Divifant 

x' Jylx-1- x'~'ydx = x' àylx-t- -^-2^ f ai dylx 
H^^ j oh aura au quotient x^ , Donc, flcjc» 

CCLXXXIII. 

Sll's^agiflbit de trouver l'intégrale dé x' y' x^* dx 
.(- *' y' dz Ix . ly •+• x' y'~' ndy /« , la règle gé- 
nérale nous donneroit x'' . En effet le loganthme de- 
»' .eft ji'/'«, dontladifférence eflJl*ii■+-Jl"'li^/■*v■ 
ly -i-y'~ zdylx. Divifant là propoëe pat cette quan» 
éd, le quotient de la divifioivfeta x' , 

CCLXXXIV. 

Ciigf int On peut encore ptendte les intégrales dés diff'éireiii' 
pour trouver tieUes exponentielles par le moyen des fubllitutions. Soit> 
^fuia, par exemple , demandée, l'intégrale ie c' d* i ]e fOffak 
' Xienàet c* ^=yt ce qiû me. donne, en prenant les logarithmes déi 

_5ieiii{e. j^ jj J'jytjj ,/^__yj,^ „y^^^/y ^j[^,_ ,j _ DonC 

d)ç=^~.. Subilituant il me vient '— = dyy dont l'in- 
tégrale eftj commQ on fait, y, Donc/if"4»=«*». 
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: I. P A R T I E. C H A P, XX. âSjf 

CCLXXXV. 

Dé même fi on avoit x' dylx -\ ^ — , on feroit secon* 

x'^ssz^ d'où-lon tire réquation logarithmique ^y/jfî^/z, ««™P*- 
& différentiant ^— ^ -4- ij" /* =*= — ^ . Après les fubftitu- 
tîons on a- peut transformée àz. Donc l'Intégrale cher- 
chée eft x' ) telle que nous l'avons trouvée par la règle 
générale. 

ccLxxxvr. 

Soit enfin cherchée l'intégrale do«' x (y" x"" dx Troiiîeme 
•^ y' 4z ix . /y -\-*zdy Ix) : on flippofera comme ci- 

deffiisx' ==»î d'où l'on tire jf*/* = /K, &jj**~*(:/jf 
^^ y" dzix ly -^ y'~^ zdy Ix =s= — . Après lesiùb^ 
ffîtutions la ptopofôe devient fdu=:»i donc l'intégrale 

cherchée eA x' i- Il en Ibra ainfî des autres. 

,/,,-, CCLXXXVII. 

; n y a encoio une autre méthode générale pour.trouvec;^^'"" "*- 
Hntégrale- des xiifiëtentielles > tant logarithmiques qu'ex- 1^^"'""*'"- 
ponentielles , de quelque degré qu'elles fbient. Cette Jiffifrendeiie» 
méthode confîfte à prendre l'intégrale par partjes j c'efl* ques & expo> 
à-dire,^tetme a terme* ., , EnouoicU» 

CCLXXXVIIt 

Mais avant d^xpliquec cette méthode ^ & d*«n &îre- Noùoir 
u&ge, il eft néceflâire de mettre devant 1« yeqjt , pat'f"'"*""**' 
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^8ïfc Traite' du Calcul tttrafoJtÀii 
anticipation , la règle fuivante qui e(l fort fimple. 

La différentielle do xy eft> comine on fait y xdy •+• 
y4xi celle-, de xyz cft^xydz'h: xzdy 'h ys^dx i,fc 
ainfi des autres* 

Il fuit de là évidemment que l'intégrale de. xdy eft 
«y — fydx^ Pat la mênne raifbn celle de xydz-^ xzdy 
eft *yz — fyzdx. Cette pcopofitîon eft claire i & la 
preuve . en eft fort aïfée , en dlfïërentiant Ces' dernières 
quantités. Cette noûon Giffit pour enceadie ce que nous' 
allons dire. 

CCLXXXIX 

Application 

dede^^cë S*>''^ dcHiandée Tint^rale de xdx.lxt Je raifonné 
JÏ'SlL ainfL Si ix étoit une coaftance , l'intégrale demandée* 
1» Auxdiflï- *"*^ V> makiptiée poc cette confiante. Mais /« eft 
reimeUcs lo- qq^ variable ; il manque donc un terme à la différentîella 
propofée > pour qu'elle foît complette , (àvoic la diffé- 
rence de Ix multipKée par —, l'intégrale de xdx. ix 
' éft donc ^ Ix — / — i Mais/^'=*s —:, àoocfxdxlx 
s= ~ Ix — — . Pour s'en convaincre 'il n'y â qu*à 
différentier cette intégrale , & Ton retrouvera la diffé" 
ïeiitîelle propofée.' 
: En fâifànt le même r;ûfonnetfient ; on trouvât quâ 

fx'lx>.dx=^-^^'.'lx—J ■;;:^: ot f -^;-^ 
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ccxc. 

Enfin fi la propoEe était «"li». (/«)", on aouvc 
roit par la méthode, précédent» pour premier terme de 

. l'intégrale ïll".(/,)" _/Il!if .(/»)'- :Wi» 

J" ■ •/ ^l/'/^ x (/»)""' liy .J'opère fade dernier terr ' 
me , fon intégrale eft. "' '1^^^] - ]'"*' .(/*)'"' — 

/"'"'li+'Ç'^''' ■<'")"'' "**• °" trouvera 

ainfi de fuite tant de termes qu'on voudra de cette in- 
r tégrale : m Se n repréfentént les nombres entiers qui peu- 
' Tent être les «pofans de x^, ôc de la pnifi'ance de /*. 
,11 ej!l évident que quand^tf'eA tin nçmbre entier- pofitify 

la fuite précédente fera finie , âc contiendra autant de 
ctemies'pluS'Un., qu'il y aura' d'unités dans l'expofant »-. 

Alors tê 4<^icr terme ne contient -plus, de- logarithme ^ 
'^maîs ï^êmekt 'x élevé à une certaine pmfiânce. 

'■ „ ■-'■''■■■' •■■' ■■- cfexciv''"' ■ ■ "'" '^ " 

Ce dernier exemple peut fervif de/onilùlê pour trou- 
ver les intégrales des .diî^t£U)tjelles logatithmiques /* à po«r*^nrf- 
quelque degré qu'elFes Tment "élevées. Car en fuivantla S^^tU» 
méthode p^céçleme j on trouve qu'*n: géh&al/jî"' 2x. '°8^^ 

\ Ir'S'' — "" r/ "'» fl/rSf'' , -^'''>"" •■ "■i'-'i «""'«' f 
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-o. 

CCXCII. 



'■f"- l-''-'V('-3) (;,j «-» ■■■(..-0.(.-.).f^i).(.-4).(l.)' -l _^ j^ 1 ^ 



y. AppUci- Appliquons tdaintenant cette même méthode aux diSi^ 
n.™ i^1"d. rentielles exponentielles. Soit propoK d'intëgier c'' dzJc, 
licJJo'n^ ou c*' rfz (c étïnt fuppofé tepréfenter un nombre dont 
'"""^'^ Je logarithme eft l'unité ) , on ttoaveta pai la règle do 

s* 
. l'Art, ccixsxu. /c*' dz = . — . 

CCXCIII. 

Si on demande maintenant l'intégrale de zc'' dz) 
cette intégrale fe prendra par parties ./zf'' </z sa 

~^ J — - — t ceft-à-dire— — - . De même 

fz c' dz = — / J , Or Kntégrale 

••de ce detniet membre eft — ii£_ j. /-iî__£f -- 

-p- ; l'intégrale entière de fz'' c'' dz eft donc ï— ^ 



CCXCIV. 

En général fi on demandoit l'intégrale ie z'c*' dzlci 
pti fimplemeot z'c"dz^(^ If Aant toujours— ■;, on 

b 



D,g,tiz-od=yGoO'^[e 



I. Partie. C h a p. X X. ait 

laprendroit par parties de la façon fuirante , fz^'c^'dz 

'vxsl — i yii — _i Ij voilà déjà le premier terme 

de llntégtale cherchée : -pour trouver le fécond j j'opère 
fur le membre afiFeaé. du figne /. Ot — f"''"'"-" 



. /• "■■("-■) '*~' '' • ^' Or 
-' se ' 



•*■ J : p — 

«■■(i.-!). [■»->). f»-3)-'"'~'''" 

f — . p_ , 



■' _ Ig ss ^ e' «g 



Formule ^In- 
tégration dec 
, «.-» , , m-* dircrendcUet 

m.Çw-Q.fw-t)* ^. w.(>»-0.(M^i>.(t.t-j).« * exponenàel- 

"" g* i' les , repré-i 

P , -h &C. |. j-^'^i.. 

Ces termes fuffifent pour montrer la loi que fuivent ~ 

dans cette formule les expofans fie les coefiRciens de z. 

On pourra continuer la ferie tant qu'on voudra. Lorfque 

m exprimera un nombre entier poûtïf , alors la fuite fera 

fin^e I fie l'intégrale de la propose contiendra autant de 

termes plus un > quil y aura d'unités dans l'expofànt m. 

ccxcv. 

Oa peut qncote employei; cette méthode pour trpuret 
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l'intégrale des différentielles qui contiennent dtes loga^ 
xithmes de logarithmes, comme x" dx,i,tx , x"* dxi 
( / . / X ) * &c. & au0i les intégrales de différenùelles ex- 
ponentielles plus coDipofées que les précédentes ; mais 
comme ces cas arrivent très - rarement j nous ne nous f 
arrêterons pas. 

CCXCVI. 

On pourroit encore prendre l'intégrale des différen^- 
tielles logarithmiques & exponentielles par approxîma^ 
tion , en fe ferrant des fuites infinies dans leiquelles il 
s'entre ni quantité logarithniique} ni exponentielle^ quov< 
que cette méthode foît langue , pénible fie de peu d'u- 
fege , notis donnerons plus bas la. manière de s'en fervit. 



CHAPITRE XXI. 

Des dtfférentielies affeSées de pbtjîeurs fignes: 
d'intégration. 

c c X e V 1 1. 

Obfemtion T Orfqu'btt a des quantités difiTéi-entielIès affeâéés <fè 
felpreVion" J-^ plufieurs (îgncs d'intégration , il faut bien être en 
j| IfiKrêli-' gat je contre l'équivoque que peut faite naître- leur ei- 
"""• preflion . fàxfuàx,saa dire ou bien l'intégrale de àx 

fuàxi ce que nous marquerons dorénavant ainfi/*(i^* 
fiix ).; ou bien l'ititégcalc d« àx innbiplié» pai l'int^^le 
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r. Partie. C h a p. X XT. apf 

'4t v4x. ce que nous marquerons de la fecon fuivantc Deux cm 

' '■ dinerenspour 

ifdx). (fudx)' Ces deux cas font fort différens; il «s difiçrea-. 
feut éviter de .les confondre. 

Mais avant do .chercher les moyens de les intégrer,,^ 
il éâ bon de fe rappeltec la règle que nous avons indi-' 
quée ( Art. cclxxxviu. ) elle eft néceilâire pour entendiQ 
ce que nous allons dire. 

CCXCVltL 

Premier C^ s. 

Le premier cas eft celui dans lequel on demande Hn. Expoiiâonda 
tégrale des difiérenttelles telles que dxfttàx. GriinteJ^" 
gre dans ce premier cas , lorfque la différentielle fous le 
premier fîgne eft une différentielle exaâe. Soit par exem- ^^^'H-- 
pie /{dxfç^i^X : Je fuppofe —^ = « ; T^tf.^'^. 

ce qui me donne /|ii*y"-^^=^=| ^^ f{dxfitdx). ■ 
L'intégrale de cette dernière quantité eft , fuivant ce que - 
nous avons dit ( Art. cclxkxviii. ) , xfudx — jMxdx\ 
& en remettant pour « fa valeur t xf — - *' -- — . 

- Xrdx . Vxrx^xK 

f ^' — • La première partie de cette intégrale eft le 
produit de * , pat un arc de cercle dont * eft le finus 
verfe. La féconde partie s'intègre aifément. Je l'écrb 

. Txix - rtàx rrdx , ,,. , , . . 

ainu — ■ -4- - j- dont 1 intégrale' eft 

y i.Tx - ** y%rx-x)c 



rrdx 



r-rVzTx — -xxA-f Or - 

P o 
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3pa ThAiTt^ X>v Calcvv iKTE'âarft, 

on ùit i l'élémenc d'un feâeur de cetcle > Tongiiie ditt 

coordonnëes ^tant au fommet de i'axe. 

Si l'on ivoit /{dx.fdx. f a dx), alors c'cft comme 
fi on avoit/(J*.x (/■«/« J« — fuxdx)), c'eÛ-à-dirc> 
f{xdx,fudx)~f{dx.fuxdx)=— fudx—f"^ 
àx — xfuxdx — fuxxdXf où l'on voit qu'il n'y » 
plus qu'un iîgne/ à chaque membre. 

CCXCIX. 

Tranîform». En eénéoi R l'on avoit fit dx fudx)* on (rmplifii> 

non qui fim- . . « , 

piifie ivx- «Ht lexpreOion en suant rdx s^dz^ Cat alors on au-^ 

preflwn <!anf . ri i r**à%^ -.«Jt ^xuA» 

ce même cas. toit j\dz j — ) ^ zj — — j , qui ne con- 
tient plus qu'un feul ftgne d'intégtation à diaque megibce* 

cca 

Second C j s* 

Fxamen du Ce fecond cas eft , comme nous Tavons dit , celui dans 

"*' lequel des intégrales font multipliées les unes par les aU' 

uome Viaté- ttcs. Soit, pat exemple , la propofée de la forme fuivante 

ifdx) xîf- — ^ * ~ f > ^^ l'intégrale fè prend pac 

parties. 

DiffitremieUe Jc fuppofe / lll_ =« », faurai Jll_ = ^» , 

qui fert d'e- '^ arx-** f ir.-*» 

«mpie «'ix. ^ r y. '•'<« y := « » . L» quantité que je dois in- 
tégrer dft donc u^dx. Oc fi on fe rappelle ce que nous 
avons dit Art. ccLXxxviir., on voit que/«*(ijc^ «?* 
— /j««*(/»>c*ell-à-dire» en menant pour i^« (a valeur. 
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I. Partie. C h a p. XXI. i}t 

z^-u'x—f 'J^mill , »'* eft une intégrale, & eft le 
piemlet terme de l'intégrale cherchée. J'opère fat le 
fécond membre — f ^' ""' - . Ueftégalà— ^iniir 

K irJt-*K 

{xdx~rix rdx 1 /* f j/.x \ 

Virx-xx V ifx-xxj t. 

-i- dtt\ ^f — %»urdit -+- iuurd {y^rx-x) » dont 
rintégrale eft — »'r -h 3 « « r V^rx-xx — féruâu Kir*-*x. 
Je prends ce dernier terme qui n'eft pas intégré. Je le 
mets fous la forme fuivante — féru x ~ x yTTT^x*- 

=a — f6rrudx\ or l'intégrale de — 6rrudx eft — 
ûrruX'^fSrr xdu. lime refte donc encore un terme 
avec le figne/; Je mets dans ce terme pour (i« fa va- 
leur , ce qui donne f6 rrxdu = f6 rrxx - j == 

(. V ■LT X - X X J 

il ne me refte plus de Quantités différentielles \ j'ai donc 
l'intégrale entière de u^ dx\ cette intégrale eft 
»'je-+-3r»*'''^ar« — xx — r«' — 6 r* u x — Intégrale 

/- , ^ i , yo (Je la difiïren- 

tfr' V 2rX *X-KOr*«H^C. dclle propo-r 

U eft aifé de fe convaincre de la bonté de nos opéra- * 

tiens : en difïërentiant cette intégrale , mettant pour d u 

ùi valeur, ' & effaçant ce qui fe détruit , oa 

yZ77:rrx 
retrouvera h' d x. Il en fera de même des autres di^ren- 

tielles femblables. Antre m&r 

C C C L *o4« P^^f 

avoir 1 inté- 
grale ie laj 
j même diâV 
. i«iuielle. 
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différentielles de la définition précédente. Cette méthode 
conlîfte à fe fervir des Tinus 6c cofmus exprimés par les , 
d^'^SSl H"3n"t^s exponentielles. Comme cette méthode cft fort 
exponentiel- Qtjle ^ans certains cas , nous allons la développer ici en 
l'appliquant à la différentielle qui nous a fèrvi de derniec 
exemple. 

ce CIL 

Soit propofée {fdx ) x (/— I^-JL, V ;/— ^^ eft 

Texpreflion d'un arc de cercle & par conféquent d'un an- 
gle , dont X eft le finus verfe 6c r le rayon. Je nomme 
cet angle z , Ac je fiippofe le fînus total =«: i ; on aura 
/-^^ =^r, donc |/-7;iL=i'= ^'r. , & 

(/<iiJx//-4~: V =/«'!'' "i*. SoitcoC rz=y, 

on au» coC 2 ^= ~ ; * qui eft le finus verfe = r — y, 
donc x = r — j^cof. z or: cof. z = ( Intro^ Art. xlvi.) 

la différence de ■ 



jBv'-i . _-av'- 



eft (Inttod. Art. xxxiv.) JzK^ . y ~ '' | . 

~ "^ "'"^ >i donc dx^= rdz i 



■ y^ 






Pour avoir Tintégrale de cette quantité , je la compare 
jvec la formule /z'c'* ^z de l'Article ccxciv. Cette 
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I. Partie. Chap. XXI. apy 

comparaifon me donne pour le premier terme g = 
^ — I > & pour le fecond t g^=^ — ^ — i , L'înté- 
grale eft donc fz^r*dx = — _- x 

s' '^'^•^~ -t- ?'"'"" -i" *^^""" sc"'~7 

& en léuniflant chacpes deux termes qui forment des 
finus & des codnus, on a fz' r* dx ^ — r^z'x 

= -^ r* a' cof. « -*- 5 r* 22 fin. z -*^ (Jr* a cof. s— 6r* fi», r, 

ce CUL 

Mais fi nos opérations font exaâes> cette intégrale doit 
être la même que celle que nous avons trouvée pour la 
différentielte propofée ( Art. CcC. ). Pour réduire la der- 
nière à celle-là i je remarque que cof. 2=1 , & 

iîn. 2=— K(2rx — xx). Je mets dans l'intégrale 
trouvée ces valeurs de cof. & fin. z ce qui me donne 

— r*z^ -4-r'2'*-+-3 r*2* i/'Ç2rx — «*) H-(îrV — (Sr'z» 

— 6r^t/'{2rx — XX), Mais en comparant cette inté* 
grale avec celle de TArt^ ccc. on trouve que zr ^ ». 
Donc enfin on a /r ' z^dx =^ — r«* H- u' x -Hjra* 
f^{ irx — xx)-^ 6r^u — 6r'ax — tfr' T/'i ar* — xx)^C, 
la même piécifément que celle que nous a donnée l'autrâ: 
^éthodv. 
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CCCIV. 

Antre nfige- Si Ton avoîc \ intégrti /dz . coC. pz . Cm. qz , on fe fetvl- 
méthode. roit de la même méthode des quantité exponentielles. On 

auroit lafdz x y ; J x <, j-jtt; J 

^ + ,) n/-i _ ^ (-f-,) «y-i _ ^ t j -,) .V--1 _^ ^ (î-f ) w-i 

= ;7n • 

ce qui réduit la propoCée à l'intégcation de fdz.c^' 
Article ccxcii. 

Ce fêtoit la même méthode qu'il fàudroic fuîvre 9 fi oa 
iToic fdz > fin. kz . coC rz . cof. q-z . fin. sz 6cc. On 
voit pat-là qu'elle eft fort étendue £c ttès>cotnmode dans 
beaucoup de cas. 

CCCV. 

Ue même par le moyen des exponentielles imaginaires 
• on intégreroit z" dz , Çin. qz'^ , coC pz ûcc. pourvu 
que n I m & A foienc entiers & pcfîtifs. 

On pounoit encore au lieu de fdz x ( fin. qz . coCpz^ 
écrire ( Art. XLVii. Introd. ) fdz x | fin. ^^'*'f^ " -+- fin, 
■ ^Y ~ } ' ^' toutes ces différentielles font faciles à inté- 
grer , en confidérant que /Hz fin. az =s — — — -h jf t 
& que fd z cof. az = • ■ ' - * H- ^ , v* étant une con- 
fiante quelconque. Par -là on intégrera en général 



1 fin. coC cof. B 

''^^ «C î* ûu /"^ ûu "^> *<=• 



CCCVI. 
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. L Partie. Ch a p. XXÏ. a^j. 
CGC VI. 

Remarque i. Quelques-unes des différentielles que ^J^^^^* 

nous venons de traiter, s'intégreront encore dans cet- ™^^ 
fa'ms cas par une méthode particulière. Nous allons donnée 
ici un eflai de cette méthode ^ à caufe de l'utiUté dont 
elle peut êtte en beaucoup d'occafions. Que l'on ait à 
intégrer /î^if^-^, ^r^ tepréfentant la dtffé, 
tence d'un angle dont q eft le finus & étant ^^ — 
V~( i-xx \'-^ ^^^^^ ""® conftante quelconque & • ^ * ~ 
ia différence . d'un angle dont x eft le Hnus. 

.".Aulieude/'-^i^^'jepuisécrir./{--ii^£;i^, 

t- '-^rr^ - ;T.-:.!' ' } ' '^°" «"'^êtale eft 

" forme que peqt avoir l'intégrale cheichëe. ._ V 

2°. Au lien de / l-^S~p , nous pouvons , en met-; 

o" PO"' JT^TT^, f"» ^g>le — y ','-'.. .y ' ^"'^ / — 
aqdx , dont rintégçale eft (Art. ccLxxxviit. ) — afjt 
•¥faxdq= l en mettait pour <(a fa valeur — ' ', '"^f ^ 
~ aqx — y — ^/,_,,) î féconde forme que. peut 
OToir l'intégrale cherchée. 

J'ajoute à ces deuK exprefltons des çonftan^i çonv&. 
nables , je les compare enfi^ite l'une avec; l'autre i cettp 
cpmparaifon me donnera , comme il eft évident^ la va- 
leur de /î-i^il-ZXl! : je fubftituerai' cette valeur dans 
-l'une ou l'autre des deux eipreflidiis précédentes, K fauti» 
l'iiitêgtste-coniplette de hfrtopofé^, • •• • "" ''' 
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CCCVII- 

Remarqua REMARQUE a. A l'occadon Jes cxponcntieltes ima- 
lur^°i« "ex- ginaircs dont nous nous femmes fervis dans ce Chapitre f 
"i^gia^et. S"'^ "°"* ^^^^ permis de rapporter ici une remarque quff 
nous aurions dû placer dans le Chapitre troifieme de l'in- 
troduâion. Nous avons vu dans ce Chapitre que la dif- 
férentielle d'un angle z dont * eft le fmus = , _\ ^ % ► 
On a donc dz =— -ii— -: ou fi au lieu de ^. *^^ 
on met ici — ^ — ^-^ ouï lui eft éeatc , on trouvera x se*- 

: fie fi au lieu de ' — . on ëctît 

j.y'-i . >/( 1 - * *; 

— ^ r qui lui eft encore égale . on tTouveia> 

y~i, v'(»* - i ) ^ o ' . . 

X ^= — — quantité de figne contraire» 

Nous allons d'abord prouver cette propefition en ^tant 
tout au long' le calcul qui pourroit embarrafler à caufe 
'du changement des lignes > enfuîte nous lèverons la dif' 
ficulté que préfente cette double expreflîoiv du mêsp^ 
iînos. 

1*. dz^= 4r^—. donne 2=sv/"—ix/(*-f-^'"x* — iV 
tou i/" ^ I X / 1 '"*"^^''*~ '^ } ^"^ ajoutant la confiante 
que dontié la (ùppofftîon de « = o. Donc — ^ = 

ioaec'"^" j^— I -.» = !/■(»); — i)i ft: enquat- 
lant les deux membres, r-.4'.''.''.~':'Tr ?»«~"^"-* 
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I. Partie. C h a p. XXT. aj'ji 
Y—' 1 = — I ï donc I — c = 2 «r 

-izv'-I 

y — I , & * =s '■ • ï donc enfin * = 

^c'^'^-'V — v 



i»/- 1 



2°. J'écris maintenant ^z = - —-^ -ce qui me 



\^-^\ — X'=^{xx — i); — c 
t "^ V^ — i-+-i=o- 






& enfin *= ^_- — '■ — — , 

Voilà donc deux -quantités de ïîgnéi : difiereâs qui au 
premier coup d'ceil femblent repréfenter égalernent Iç 
finus X de l'angle z . Cependant- une feule de ces deux 
quantités peut être la vraie valeur de "ce finus,' & il 
eft facile de voie que cette qu^tntité ^ft U première 

. Car locTque .z eft très-petite & pofi- 

tive , cette première quaatjt^ eft pofitîve y cononje elle 

le doit être i & la féconde ■ ' ' . eft iià 

"gative. En eflTet f*'^"* = i-4-2>^— i, &r"**'"' 

« , -^^_ I ; donc ^'^~'-r-'^-' ^ „.,-,^..^w- t 

■ zV'i . ~xV-t : ■ ■ --. 1 ■ 
?:=z;aulieuque = 1-— 

Afin dç concevoic maintenant pourquoi Ton trouva 
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deux valeurs à x, quoique! n'y en ait qu'une qui fok 
la véritable f on remarquera que dans l'équation dz=^^ 
'vTT^Tx) * ^® dénominateur y^{i — jc* ) eff fuppofé 
pofitifi cependant comme V{ i — xx) a deux valeurs 
égales & de fignes contraires -t-K(t — **) Ôc-^ 
V"C' — ** ) » Téquation dz= Z**^^ repréfente 

4es deux foirantes <i a = -^ qui effi la vrare 

«quation encre L angle s: & ion Hnus x ,. àL d z ^ 
i-i/(i~»*i ^^ "'^^ P^* ** ^"'^ équation entre cet angle- 
'£c Ton iînus. La première de ces deux équations nous 

donne *= —, vraie vateut da finos , q)M 

jfiibftituéc dans l'équation, dzss: — -—^ rendra d at 

i^dzt comme cela doit être ; la féconde dbs deux équaH 

dons donne *=» f » qui n'eft pas la: va- 

leur du finus ^ mais qui fobftituée dans d z == -■ ,v-__^ - j 
rendra auflî dz^ dz: ainfi les deux valeurs de x fatisr 
■ Font égatement à l'équation dz =^~, — ~t j quoiqu'un© 
fcule db ces valeurs repréfénte réellement le finus; ' 
. C'eâ par cette même rairotf'de l'équîvoqqe dës-tlgnel 
Ht< £c . — qui afièâEent les quantités radicales , qu'on a 
__£l_ _ _if :illi- 6c = i:: - , quoique: 

y — 1 ne femble pa^ égalé à — ^ . Mais }/" — i a les 
deux valeurs + y-~~ i & on trouvera \^ — i = -rf^ * 
fi ou obfeivp de prendre -+-, l^ — . i =s _ ' . ' , 
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Nous avons tiré cette remarque fort utile pour la théo- 
rie des quantités exponentielles Ce imaginaires , de l'Ar- 
ticle ccLxviii. du Traité fur différens points importans du 
fyftême du monde. 

cccvriL 

Nous finirons cette première Partie qui contient à peu 
près tout ce que les Géomètres ont trouvé fur l'intégra 
tion des différentielles à une changeante , par indiquer 
la méthode de leur appliquer les fuites ou feries infinies. 
.Cette méthode nou» donne par approximation l'intégrale 
de certaines diâ&entielles qui ne ibnt pas intégrable» 
algébriquement. 



CHAPITRE XXÏI. 

Des d'^érentielUs qui s'intègrent far le moyejt 
dis feries ou fuites infîniesr. 

NOus diviférons ce Chapitre en deux parties. Dans Bt 
première nous donnerons une idée abrégée de 1» 
théorie des fèries ou fuites infinies ; la féconde contiens* 
:d£a leurs uf^es pour le Calcul intégralv 
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§. I. 

Théorie des Suites. 

C C C I X. 

Définition DÉFINITION. On entend par ferie infinie une fuite 
de termes difpofés fuivant un certain ordre , qui vont ea 
augmentant ou en décroilTant jufqu*à l'infini. 

cccx. 

Leiir divifion On diftinguc donc deux fortes de feriez. On nommé \é% 
geniti & ai- "Unes jetiet cormergentest ce les autres fines atvergintes. 
vergnitf, ^^^ feries convergente! font celles dont les termes vont 

en diminuant à l'infini. Nous prouverons plus bas que ces 
feries font les feules vraies. 

Les firies divergentes font celles dont les termes vont 

en augmentant à l'infini. 

Applicatioii . Les ferles fervent à trouver des divifeuts approchés des 

"*^** quantités qu'on ne peut divifer exadement ; elles donnent 

aufli par approximation les racines des quantités qui n'en 

ont point d'exades. 

CCCXI. 

Au« divifioni Problème i. Etant donnée la fraflion ^^ (dans 
laquelle a Sx. b font des quantités déterminées ,"& * une 
indéterminée ) qui n'eft pas divifible exaâement par fon 
dénominateur binôme , la réduire en fuite infinie. 
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I. Partie. Chap. XXII. 30» 
Solution. Je ùlïs h divifion fuivant les legles ordit 
naires de i'Algebte, de la mameie fuîvante. 

Jimdtade. Dî virent. 



bviieur. f 
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Le quotient eft donc la ferie fuivante {A) ^ -t- -jT 

peut le contbuec autant qu'on voudra. 
CCCXII. 

Si * eft le premier terme du divifeur , enforte que 
la ftaûion donnée foit j^ , alors le quotient de il 
divifion fera la fuite infinie ( B ) -^ -P 'jr -^ ~jt "*■ 
i^I-t-îli'^ziil^-îli^^ZîlÇ + Scc. Cette ferie fe 
trouve de la même manière que la précédente. 
CCCXIII. 

Tout ao'uiie Théorème i. Si dans la ferie A dans laquelle le» 
wmmè's"' "polàns de x vont en croiflknr , x eft fort petite en com- 
•""•!• p'" paiaifon de i, enforte que -^folt une fraffion moin- 

grand terme m ' . t * . — 

3oii tat le jje que l'unité , cette ferie fera convergente & vraie , c'eft- 

premier ea ' ^ 

dirii». i-dire = j:^ . 

DE'MONfTRATiON. 1°. Cette fuite fera convergente. 
Car dans l'hypothefe de « < i, les puiflknces -j- . -jî » 
Çr &c. de la ftaOlon ~ forment une progreffion géo- 
métrique' qui décroît à l'infini d'autant plus rapidement 
que -i- eft plus petite. Donc en fàilànt enforte que les 
termes de la ferie /i fe règlent fut les puillànces de 
-|- , ce qui eft facile en lui donnant la forme fuivante 

voit que chaque terme fera beaucoup moindre que celui 

qui ■ 
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%jiiî le précède , & qu'ils décroîtront à Tinfini. Donp 
{Art. cccx. ) la ferie fera convergente. 

â°. Je dis que cette fuite ^ fera vraie , ç*eft-à dire f 
qu'elle nous redonnera la iraâion t^ dont elle a pris 
naiflànce. Car > comme nous venons de le voir , la fuite 

or F a tous (es termes en progrefllon géométrique de- 
croiflantc à l'infini, puifque pat ITiypbthefe * < ^. Donc 
U fomme = ^j^-^ * ; on a donc ^ =ss / ^ Zp ^ X 

^ • ti ' aak —— aax & + » 



f~^ . c. Q, F. P. 

, * tJoia. Lei reglcf <Iei propordoiu 
connues fans doute par tout nos Lcâeiirs, 
nous apprennent qu'il eft aifc d'avoir la 



lÔRime d'une progfeffion g^ométn<]i 
quelconque d^cioiiïiinw à. 1 infini. C 



On 



, première efi que la diffartnct dei 
dewt frtmitri termtt efl au premier 
terme , comme la diffifrente du premier 
terme au dernier efl à la fomme de lout 
lei lermti qui frècedtni It dernier. Or 
dans une progreflîon géoinjti;iqi(e dé- 
croiiTante i l'infini le dernier terme (en' 
infinitnenc pedt , & ne fera piir confis- 
quent point comparable aox deux pre- 
miers termes ; le premier terme pourra 
donc être pris pour la différence iu pre- 
mier terme au dernier , & la fomme 
de tous Ici tergies qui précèdent le der- 
nier pourra auflî être prife pour la fi>ii> 
me de tous les termes. La proportion 
précédente derimdra donc celle-ci : La 
âiffërenee dit deux premiers termei ejt 
au premier lermt , comme le premier ttr- 
mt eji à la fomme de tout Ut termtt. 
La féconde proportion eft ceHe-ci ; La 
fomme dti antécédent ejl à la fomme dei donc / 
ipnféqiient , eommt w feul amfcédtnt tfi \ 



i fin conféautnt. Qr tous let tetmei 
(ont antéciédcns hors le dernier, & tous 
let termes Ibni conlcqucns hors le pre- 
mier. Mais la progreHiun géomitn^uo 
étant décroiflante i.riofini, fcn dernier 
t^tme lera' infiniment petit , 8c par con- 
féquent pourra itro regardé coiAme nuL 
par rapport aux autrer. On aura donc: 
La fomme de tout let termtt efi à la 
fomme de tout let termet mtint le pre- 
mier ^ comme tm feul tuuécidnttft a fem 
conffqttenij 

Appliquons ces deux proportioiu à 
la pTogrelTion préfènte ; en nommant f. 
la fQHune de tous les terme* i on auni 



: j : I I .: 



poac /a ._ ^■ . i'. On jura /; 



/-x^: donc/x i-/x-^ = 
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CCCXIV. 

Théorème 2. Bans la ferîe (B) -^ ^ ^H — |^- 

+ -^ -1- -^ H- -^ -»- -j:;- -t- -p 1- &c. dans la,- 

quelle les expofans de x vont en dicroilTant , puïrqu'elle- 
eft la même que la fuîvante aax~ * ^ a ji*~*H-da b''x~ ' 
"^aah^ x~^ -^ Ûcc. , fi * eft plus grande que b , enforte 
que la fî-aâioa — foie moindre que l'unité , cette feriez 
fera convergente, 6c donnera la vraie valeur de j^- 

DEMONSTRATION, i". Cette ferie B fera convergente* 
Car en lui donnant la fomme fuivante / — Hh ^4- \ ^ 

{I -4--rH — r"^ T-*" &C' \ '^ termes font ordon* 

ftés par rapport à la progreflton géométrique > i j — r » —^ 
êcc. laquelle décroît d'autant plus vite que la 6:a£tion! 
— eft plus petite» Donc cette ferie alors fera conver- 
gente I & d'autant plus convergente que x fera plus grait- 
de pat rapport à £.. 

a". La fuite (B) fera vraie , c'èft-à-dire= -^ dans> 
te cas de ar "^-b^ Car on a» comme nous venons de le voùr^ 
5- { V^i^} >*(^) { » -^ï^-^r^^-î4 -^ &c.} 
Or dans cette fuirs b étant <C.x, G forme une progreHiom 
géométrique décœiilànte àl'infinû Donc (N*. Art.cccxiii.). 
ià fomme = — ^. . Donc 5 == / — 4: -i^ X jc 

** 04X — ■ aai ___ ( x ^ A ) 
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cccxv. 

Corollaire i. I) Biut conclure des deux Théorèmes convergentes 
frécédens, que fi dans la ferie -^, * étoit plus grande que ^raîe" * 
b , Si R dans la fetie B , x étoit plus petite que &t ces 
ieries feroîent divergentes ; auquel cas on prouveroit 
aifément que la ferie \/^ provenant de la ftaÛion ^^^ ^ 
te la ferie B qui vient de —^ j feroient d'une valeur in- 
finie , au lieu que les fiaûions j-^r; » T+l ^°"* finiesi 
î)onc ces fuites A ^B donneroient faux. La raîfon en 
<ft fioiftle & évidente. Car la vraie valeur d'une fi-aâion 
4ft le quotient de la divitioA » plus le refls diyiré par là 
âivifeur. Or il efi aifë de voir que dans les feries cbrt- 
retgentes- ce reUd va toujours en diminuant » d'autant 
j)lns que la ferie eft' pllis convergente , enfôfte- <ju*il de- 
vient fl petit ' qu'on peut- k regarder c'omme nul: Pai 
exemple , dans la ferie i^A) { Arc^ cccxi. ) qui fera d'au- 
tant plus convergente , comme nous venons de le démon- 
trer { Art. cccxiii.'), que « fera plus^pëtitb'pat rapport à' ' ' ~. 
b , fuppofens x=si f bi=^ 1 ) a=idv j fî on s*en " titfnt au ■ 

lîxieme terme du quotient ^^7— > on aura pour tefte ^^ , 
*-^divifépar ^±*i c'eft-à-dire ^ ^^^. ■ ,'^^; - ^,j ,frac^'. - 

tion qu'un voït bien être éép. fort petite.' Si on. prend 
tncore un terme au- <iuotiertt + -^-p- ', le itfte fera -f* 
;o^ooooo':T.b±,j . qi^i «^ beaucoup plus petit que là 
cette précédent ^ 6c toujours ainli de fuite. Si au lieu de 
fuppofer i«a 10 ,- off le fuppofe îm 100 ", aiort les teftcsji 
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comme on le voic^ décroîtront beaucoup plus rapidement^ 
cnforte qu'apiès avoir pris un certain nombre de termes j on 
pourra regarder ces refies-commenulsf &le quotient com- 
me la valeur eiaâe de la &a£lion. C'ell le contraire dans les 
feries divergentes ; plus elles font divergentes, {4us le tefte 
eA grand : il va toujours en.augmentant à mefure qu'on 
prend plus de termes au quotient. Suppofons dans la 
fede A-i qqi dans ce cas fera divergente , b^='i t a^\ ^ 
X = 1 : fi on s'arrête au quatrième terme h^ ~jr~ > **" 
aura pour refte -t* * * divïfé par *:+:*) c'eft-à-diro 
-\- • X i^ ,0 qu'on voit bien être déjà fore grand. Si on 
prend uiTcinquieme terme , le tefte fera nP - ■~ î*'^-. ^ 
£ui eft plus grand que le précédent \ fie ainfi de~fuite*^ 
Donc dans les feries divergentes plus on. prend de 
termes I, plus 6a s'éloigne de la vraie valeur de la pior 
pofée* DoAC les feiies convergentes iboc ièulcs bonnes^ 

CCCXVI- 

Dirifioadet COROLLAIRE 2. Il &ut diftioguet deux fottes de fe^ 



^mtT"T ^^ convergentes. Les unes font d'autant plus conver-^ 

2^^^",^^*^" genres , que leur indéterminée eft plus petite; fie dans 

«/^"(A-r -"^ premières qu'on nomme feries croijpmtfs ou a/hendames 

4aKtu les expoiàns de cette indéterminée vont en, croiirfmt. 

Telle eft la ierie A (Art.-cccxi.). Les autres conver-, 

gient d'autant plus que leur indéterminée efl plus grande* 

Pans celles-là les expofans de l'indéterminée vont en 
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'âefcendantôs. La fuite B ( Aft. cccxu. ) cil d& cette féconde 
efpece. Il ne faut pas confondre ces deux genres de fuîtes: 
car on les employé à des ulàges fort diSërens 6c que^ue^ 
&ÎS même oppofés. 

CCCXVII. 

Corollaire G^NéR.AL. Il fuit évidemment de ce qud 
nous venons de dire > que lorlqiyon. veut par des divlfions 
continues , réduire des. frayions dont les dénominateur» 
font compofés de termes inégaux j. en feries infinies de 
valeurs égales à ces iraâions» il faut que le plus grand 
terme du dénominateur' fbît le premier en dîvifeur j au- 
trement les fuites provenantes de ces divlfions ièroionc 
divergentes ;. & par conféquent Ëtuûês* 

CCCXVIÏI;^ 

ScHOLiE I. Si dans la propofée T r ~ * ^ rftoît=*j- Embanay 
alors elle deviendroit ■ _^ y ; 6c en fàifant la divifion on'ie dénomin^ 

— «« aa~~—< a* ma teur a fts ter-f 

auroit la fcrie fuivante -j- ^p'-^-f- -^ ^ ___ _f- _ &c, "« ^ga»v 
=»/~:p-^\ X (l-+-l-t-l-4-l-4-I"+- ôcc. \ 
*= -^ X (- r + I H- I 4: 1 -t- I ^ 6cc. ) 
. Donc en fuppofane qu'on- ait i'. ^^ , cett« feiie de- 
vient -^x(i-t-i-4-i-t-i-hi-4-m- Ôcc. ) d'unff 
valeur infinie ; ce qiù ne nous apprend rien de nouveau i 
puifque nous fàvons déjà que j^-j- =* -^ =±1 00. 
2°. Si on a ■^-rn» ^ctis 1»: fejâc réfoltante die la diviiîoil^. 
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eft -^x( I— iH-i— I-+-I— i-hi— i-Hi— iH-ficc.) 
:=■— x{o-l-oH-o-4-o-+-oH- &c. ) = o; donc oa 
auroit r-— ï ^ o , ce qui eft &ux. 

Donc en général dans le cas de Bs=x, la divlHon 
infinie de la fraâion j~^rj '^^ '^^^ donnera qu'un infini 
que nous connoiffîons déjà dans ~^ i & nous donnera 
^ujours feux dans f J^ • 

Donc toute iraâion dont le dénominateur binôme a 
fes deux termes ^aux , ne pourra dans l'état oîi elle eft 
alors , fe réduire en fuite infinie. 

CCCXIX. 

Ce qu'il (àut ScHOLiE 3. Cependant il eft une préparation par le 
foire dwu ce j^pygjj jç laquell» on peut appliquer avec fuccès la mé- 
thode des fuites aux fraâions 9 dont le dénominateur binô- 
me fera compofé de* dâux termes égaux ; en fuppofànt 
toutesfois qu'il eft la Ibmme de ces deux termes: car s'il 
en étoit la différence , alors le dénominateur étant zéro , 
la ftaâion feroit vifiblement infinie. Cette préparation 
confiÛe à partager la fomme des deux parties du déno- 
minateur eft deux autres parties inégales , dont la plus 
grande foit la première en divifeur. Car alors fidfant la 
divifionj on aura (Arccccirvii.) une ferie convergente. 
"Applkadonà Pat exemple danis k ptopofée ^-^^ , on fuppofcra r «= 
ttiexempie, ^^ ^ xi 6c alors la fradion devient ~ , donton voit 
bien que le dénominateur i — «=t2^-+-* — «jCft le 
même (}Ud è-^à, La Ctàe qui proriendta dte b divifion 
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^tcttc dernière fraâîon fera toujours ( Art. cccxin. N*.a.) 
=« ^—^ i 6c elle fe pourra varier en autant de vraies feries 
qu'on donnera de valeurs diâHrentes à x. 

Si l'on prend c^a^ — x, la fraâîon ^^ devient 
-^ f dont la feiie faite par divifion infinie fera toujours- 
égale à 7~ . Elle fe peut encore varier en autant de feries 
convergentes qu'on donnera de valeurs à x moindres quo 
ai — *. 

cccxx. 

Appliquons cette règle à un exemple numérique. Soit Second 

i, . ^ «■ r I j . . ., exemple. 

propofôe la fraoïon — = y— dont on voit que le dé- 
nominateur a fes deor termes égaux.. Si je divife cette 
ftaâion dans l'état où elle eft r je trouve pour quotient 
t — t-f-t — iH-i — i-4-t— i-f-i — V -t- &c. 
-_oH-o-+-o-t-0'+'0-t- &c. fcrie de laquelle le' 
R. P. Grandi conclut que 7ï=boH-o-+-oH- &c. d'où iï 
Qre une démonlhation- de la créatbn. Cependant 'û ne luv 
étoit pas difficile de voir que la valeur de la fradion — ^_ 
n'eft pas feulement le quotient o-^o-f-o-t-oH-o-H&c.^ 
mais encore le refte -=^ = H- —, ce qui ne nous ap- 
prend nen de nouveau. 

Si donc Ton veut avoic une fuite convergente de même:' 
valeur que la fcaÛion ;^i il faut la mettre fous la forme; 
Êiivante j^ qui lui eu égale. La divifion de cette 
firadion continuée à l'infini donne la fuite — -♦-—-*- — 
"^ sT "^^ rï7 "*" fitc.,*loûtle8 termes * comme oalevoit;^^ 
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forment une progreflîon géométrique décroifiante à l'infin!. 
Sa fomme ( N*. de i'Att. cccxin. ) cft donc = ^— ^—7- 
_ 7 _ _!__^_ ^''' 

On pourra encore trouver une infinité d'autres fuites 
toutes égales entre elles & égales à la ftaÊHon r » ÇQ 
prpnant fucceflivement pour fan dénominateur 4 — 2 p 
S — î > * — 4 » &c. dont la fomme ^ 2 1 & en obfervant 
que le plus grand terme foit le ptenûec en divifeut. 

CCCXXI. 

Remarque générale. Ce que nous venons de dire fin; 
lies fraâions qui ont un binôme pour dénominateur , doit 
s'çntendre auffî des ftaâions dont le dénominateur eft un 
t,rinome , un quatrinome âc en général une grandeur quel- 
conque ; puifque > comme on fait j toute grandeur petit 
être réduite çn binôme > en regardant une partie de Tes 
tprmes » comme le premlei terme du binôme > & l'autre 
(i^ttie, comme le fécond term^ 

CCCXXII. 

Uiagedes PROBLEME 2. Etant donnée la grandeur fourde ou 
I^ÎÎÎbS ifrationelle K( *» M^ ** ) , la débarraffer de fon radical en 
lletnanes. j^ f^Juîfajjf gj, {^^f. infime. 

Solution. Je fais l'extraâion de la racine quarrée 
fuivant la manière ordinaire enfeïgnée dans tous les Livres 
4|Algebie ^ Ôc comme on le voit ici, 
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-S4< «44' 




-iii* i:i 

S44' ~ «4''' 
«4'»'— 1*84" 


JIt4 • — I0144'» 




*'**"■ — J«4/"'.'. 

1T*«" -.I0»4«" 





ÏI14'" — 10144'* 



' 1048«'*— I(j844'f ''^4ïj<4'' 



Je prepds la raçùis c^atr^e de aa qui eit a,' Je IVcrli 
à droite de a a ^»*-ayec une bacce entre deux. Je 
qaane n, fon qliarré eft aa que je fouftrais de aa + xx, 
fl refte, -+; j; «. Je divifp tt * * pat 2a, double du premiei 
terme de la racine,- Jf^î pciur fècond tecme de cette racine 
H:— . Je récris à côté du premier. Je multiplie ± -^ 
pat 2 <j -t- ii > & j'en foulirais le produit ±xx-i- — de 
^'xit, ce qui ,fe (kit en l'écriyant avec des fignes 
Hommes; te f^fy (!&— — . Je le divife pat le double 

Rt 
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. des termes qui font déjà à la racine » il me vient — ~ 
qui eft le troitieme tenne d« la Alite. Continuant aii^ 
l'opération > j'autal autant de termes de la racine que je 
voudrai. Suppofé que j'eufle rélblu de finir ma fuite i 
— — ■ * ,. : j'aurois pu négliger dans l'opération tous les ter- 
mes tels que ^' ., , flcc. dans lefquels l'expofàttt de la 
puiflânce de x eft plus grand que 12. 

cccxxiir. 



ns que ci-deflûs on trouvera pour racini 

* — »» «*' — 16k' 118»' — m*** 



Si la propofée eft-^(xx±is<i)j en &îfànt les mêmes 
opérations que ci-deflûs on trouvera pour racine la feiîe 
fuivante , 
-+- &c. 
~ CCCXXIV. 

Pourvue l« Remarque r. Si dans la grandeur fourde •'(*j^**), 
k plut gruti aa e& le plus grand terme , il ^udra fe fervir de la pre- 

tenne doit •*.... e ■ a 

éat le pre- miere luite qui dans ce cas fera convergente f vraie» oc 
' approchera d'auflî près que l'on voudra de la racine cher- 

(îhée. Mais fî xx eft plus grand que a a, alors il faudra 
A fervit de la féconde fuite infinie. 
, On extraira de même par le moyen de fuites infinies 
les racines cubiques , quatrièmes y cinquièmes 6cc. des 
s]uaatités qui n'en ont pomt ^ finies* 

cccxxv. 

brëger let^ Re M A R QU E 2. Il y a un moyen d'abréger les opération^ 
préc'éïïw, Ttécédentcs j c'eft de k fçrvir dij femeux Théorème dg 
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• I. Partie. Chap. XXII; 5if 

M.Nevton, pour élever un binome^^^ à une puiflânce en Ce ftryant 
quelconque m. Telle eft, comme on fait, la formule de je M-Newton 

-J. " "" «. m~t m C m- 1 1 o "■"■«' pour l'éléva,- 

ce Théorème p'^-hmp" ' a' -¥■ '^ ^^ ^ H- «on dw bi- 

* — * ^ ' • » — ' nomC à une 

1.1.3 I. ». î. < ' 

— ,...3... J . ^_.. -^ ; 

m.(m-n-(m-i).(f„-,).(m-f-).(m-s-)r g ' . 

1 . ._. , ..,,,.,« 3: «^'^• 

Si c'eft une racine quai-iée, où cubique, ou quatrième 
4cc. ^oii veut prendre , alors on fera m !« 7, ou 7, ou 
(; âcfi la^opofêe eft un quarr^ exaâ, ou un cabe eiaft) 
&& la- iiite s'an£tera d'elle-mêint , le nuioétatcur d'art 
des termes devenanc zéco ; Hnod otr h peut pouflêr adH 
loin qu'oa veut. 

CCCXXVI. • 

Pour faire mieux fentir t'ufage dé cette formule , applî* 
iguons-la à l'exemple que nous avons traité (Art. cccxiii^ 
y^aa^xx). Comparant avec la formule, on » 

f = «« , 
« = »» 

inettant ces valeurs dans tous les termes de la formule^ 
elle devient "■^—^ a «* — -j-fl x*-±: — * ** 

t-^,a''x-± ^ i'x'--^^t'"x-' ± &c. qui 
eft_ précifément la même quantité que nous avions trouvée 
{Art. cccxxii. ) pat une autte méthode, 

Rr ij 
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^i6 TuJiiTB* 'DU Calcul iWTi'o^r^fiw 

CCCXXVIL 

Parle moyen de cette même formule* on ëleve aull» 
un binôme à une puiH^ance négative entière ou rompue. 
Mais il &ut toujours obfèrver que le plus grand des d'eux 
termes foie le premier dans l'opération t auueœenx l'oa 
auroic des ferles âulfes^ . 

CCCXXVIIL 

Oh réduit encore par le moyen de ce théorème > iïe* 
inombres en fuites infinies. Si j'ai , par exemple , à exttaiid 
ia racine quariée de a,= ( Art. cccxK.. ) j^r, cîeû-» 
^-dire,i à élever j. t— s àla ipaiiffance 7 > je- vols, que 
f= $f f =« — ï » m = 7, Subftituant donc ces valeuta 
dans k Ëïrmule , elle devient y* — 7 3'"' i' -H 

téduifânt cette lecie , on aura la racine approchée de 2 ^ 
& aind des autxes. 

On fenc bien que fa formule s'écend aux trinômes «, 
qaàtrmomes, toute quantité pouvant êcee regaidée commet 
un biaome (Ajj. cccxxi^ 

cccxxix: 

Kemarqus 3^ On fait iiiE les fuites infinies, let 
mêmes opéiatîons que fur les quantités finies y elles fiinc 
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t Partie, CflAP. XXIT:" ■Î17 
Aifceptibles entre elles àc avec <Ies grandeurs finies 
d'addition ) de Conftraâîon f démultiplication Ac de divi- 
sa. On les ékve à des. puiiËuicés quelconques dont 
l'expofànc eH entier, ou fraâionairç , pofitîf ou négatif 
iUne des plus importantes opérations quVa laiOè fur les 
Teries » c'ell de les {bmmer. Cette opération demande beau- 
coup d'adrefTe fie de làgaclté ; mus on ne peut raflujettit 
à aucune règle générale , & d'âiileuis cette matière n-'eft 
point de notre firjet. Si L'on-veut en voir quelques exen£t 
pies, il- n'y a qu'àconfiilter les Mémoires de TAcadémiâ 
.des Sciences , pluHeurs- entre autres de M. Nicole dans 
lefquels cet illuitre Analyfte fait ùfagc de ièries qulf 
parvient à fommer avec le plus heureux fuccès. On- peuc 
aufli confiilter rexcellent fie curieux Ouvrage de M- 
Jacques Becnoulliy qui a pour titre : Tra&atus de Seriebu^ 
infinitis , earumquc Jummâ finitâ f fitc. 
■ Je paflè à l'application des fuites au Calcul intégtafr 

. Ufi^i des fuites pour le Calcul intégraL : 
GCCXXXi, 

- Problème r. Trouver par le moyen des fuîtes Itn- i^.ronrlf» 
tégtftle des différentielles eomprifès fous là -forme iùivantd binometcom- 

^ . » ' prifes dam Is 

gx: d*..(rf-4-J* ) , dans laquelle^ eu un notnbr» *«™i'e 
quelconque, 8c. dans laquelle a eff plus grand que hx"* ** **'„% 
Solution*. Je tédulis pii,fuice.iaânla {««^^Ar") ^ 
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^i8 Tt.Airt' Dv Caicjjl iKlfsn^ti 
ce que je fais par ie moyen de la formule de M. Ne\rtbtti 
Comparant avec cette formule) je trouve y==a;5«=J»"s 
ms^p'. la fuite eft donc 'ici a^ ^ f* i'*'" -+- 



»-(f-O.Cf-')-(l^i)«^''''''^ I f.(p-i)-(l>-i).(p-;).C>-4)«"*'»'' 

I...).» ^^ !.>.♦.( 

ri- &c. . . ; . 

i. Je multiplie chacun des .terçies de cette fuite pat 

£x'"dx, plie.àevieM.ga^x'" dx^^pga^'^. ^x*^ " dM 

' ;>.l.î.4 

H- ('■(f-0-(l>-0.(f-i).(i'-4) 5a'"'i'»"-^'"<i;e. 
Je prends ( Art. il. ) l'intégrale de chaque terme 

tn particulier , j'ai' ^^-^ -H ^^ : — -r — - — ■** 

f.Cf-.).^.'-'f,-+-*- ,.f>-.Vf^.U.'-H'.-*'-+' 

i...(m+i« + ij ^ 1 . 1 . î . ("-l-l'+'J 

_^ )..(?-.).Cf-;j .(f -;)?»'"•' i'*»'"^''"^' ^ 
I . 1 . î .4 (1» -1-411 -1-1) 

■ .».,. 4. , .(1114-,,^.,) -^ "•'-• 

Si on divife chaque' terme par ^«^ x"'"*"' , & qu'onl 
multiplie toute la fuite par cette même grandeur -, elle 
devient gt'x"-^' k ( -^^^ + iJ^IliiL. -t- 

J .t.Cni-t-H-iii) - i.i.j.(m-j-i-(-j«J 

^ f ■(■y-.).Cp-O.C-, , ^-4<4y4i. .|, 
^ .* # »..î;. ♦ . (iB.4-.i-^4.»;i .....: 
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.1. F A II T I E. Chaf.XXII. " 519 

>.(f-i) . (p-«) . Cf-i) . (f-4) a'H^ »'" -h &c. \ 

' 1 . . . î . 4 . j . (m-m-I») . . _f 

CCCXXXI. 

' Si jx" efi>>o, alors il faaMnettte(x*Iêpreini«ter> 
me' du binôme qui deviehc pour lors (f*" -f-a) . Je lé 
■réduis en ferie qui eft *'**'-(-;*?"' »"'"" a' -V 

^ f • ff-o- (?-»)• O-i) A'-l *"'■*" ».*.-ir 
y.(p-0.ff-.).('>-;i.(?-4) Af ;-»!'''~'" a' -t- &c. 

I ... I . 4 . I 

Je multiplie , comme cî-deflus > chaque terme de U 
fuite par g *"* *i* , elle devient gi^ x"^ " *?* -+* 
■fgbf-x'+'t-'a'dx +p(lz±Lgi'-'x"-^-''a^dx 

^ >•(>-■ )'.-.f !■ - O • » *> -' ' y" •*• 'f - ' • » ' ^« g- 
I . » , j 

■ <j.(f-l )>(,)>-0-(f-l) y^f-" ,-+>f-'" »♦ d* ^ 

ï • * • » • 4. ; . 

•i.:(p,.).(y-.;.ff-o.(i.-4) ^i'"^ji''-^"f'^'a*aA-i. 

; .1. . . I.4- r . 

&c. ■ • ■ ■ • 

■ Je prends l'intégrale de chaque terme en particu- 

Jist ; cette op&ation me . donne . ' -^H.^-t-i. ' ' "*" 

r m -t- •» - « t- I ^^' , , . i .(met- »p ~ >)»-)- I ) •. 

.... P. <f-. ■,.(,-'),>'->'■'*"-•'*''' -t- 

I . I . , .(Hi+IIf - JK-t- I) 

T. ( f- 1 ) ■■(■I':- » ) ■ Cp-1 ),ei''*-'""^ '■''■"■*' ' '* ^, 

J .1» ) : 4 . (« + »? -4"+ "J 
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310 TiJIITE'DU Calcol tsr^OHAÙ 

,.(t-')-(t-'-y(p-i)-it->)it'"'"-^"-"-*-''' . ^- 

■ .«•).*-I.("-l-"f-(»-H) -i-o-l^ 

Divifant chaque terme de la fuite par^i^**"*"''"*"' 
£c la multipliant toute entière par cette même grandeur i 

« L nH-iff-t-i m-t-iiy-» 

i.».(m-«-Np-«a-l-l) i,i.).(.m + iif-3«.M) 

_^ >--(f-l).(f-.).(f-l ) *-*.- •■.* ^ 

I . i . ï . 4 . ( M + (ly - 4« -t- 1 ) 
y. (f -■)■ f>-. )■ (f -,)■ (f- 4) >-'.-'•»' _^ j^^_ -1 
1 . t . ) .4 . 5-(*»-*- »r- JK-M) J 

= /?«"</«(**"-(-«/. 

CCCXXXII. 

1°. PcorlH CoROLLAiREi. CcKe m^hode s'ëtend aufli aux diA 
StoT""" f^'onù'Ues ttinomesj quatrinomes, «ce. Soit, pat exemple, 
vutmoma, pj^^jf^ d'intégret gx" àx . (a -f- *»" -t- f«'") ; je 
regarde a •*- i x' -¥• e x" comme un binôme dont le 
-ptemier terme èft ^ > £c le fécond èx'**i- cx^ , Rédui* 
j6nt en ferie on a a?»t-f »'"' . (ij:" •+- «»'") -¥• 
t-(t-'y af-'.Cbx'-*-cx'")' -4- »■<>-■>■ 0-0 a>-» 

{tx' -*■ ex") -h >-(>-i)-Cf-0-(>-)) a>'* 
4 I . » . ) .4 

{i»"H-C»") ^ >.(!.-. )-'f>--0.(f-;).(f-4) a>-« 
', ...._, .4.» 

(*«'-)-<■*'" ) -1-êcc. Je multiplie cluque terme de 
cette fuite par gx" dx , elle devient ga' «"i* -*• 



=, Google 



r. P A a T I E. Ch AP. XXII. 3H 

I. • >■ • î ï 4 
, . . » . î . 4 . f 

(J** -*-(■**") >H &c. Or comme dans cette ferie 
la quantité i*" -+- r* " eft toujours' élevée à une puît 
fence dont l'exporant eft un nombre entier, il eft évidènç ^ 

(Art. X.) qu'on pourra prendre Tîntégrale de chaque 
terme en particulier. Cette opération nous donnera une 
fuite infinie I qui étant fommée fera l'intégrale de '^«*J*i 

cccxxxiii. ■ ' 

- Ce fera le même procédé H on a. iln quatcin<Hnc:).te^ 
en mot une grandeur oompolî^ d'un Qoplhjr^'.qiMlc^nqUQ. 
de termes»- Gar regardant un des termes de cette gran- 
deur comme le premier membre du Mnome , & tou9 
iès-. autres termes cofnme le- fécond -aei^bre, on^ 1^.'^ 
ctuira ëiTùnê fultç în6nie , dont 6a pounà tou)Oiâ;s^tea(ltQ' 
l'intégrale terme à ïeftne., ■ . - ■ r .'''"_.. 

; .'cccxxxiy.' ' ■ V '"' 

.;..ÇpRbLi'ATRE:^. H fuît'de^lji quc là quadratUfedW iio.,'de u ^ 
efpa'de .quelcoRque , 6c U ^ 'e^^fteapoti. d'uaç: ççurbe t„ ^ u^effi- 
qnelconque , peuvent toajoars être lepréfôntées.rpar.-des ^^^Mdrîn^ 
fiûces ibcmées fuivant les règles. pfécédeatos. .Nous nouB ''^'^^'^ 

Sf 
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fii T»A IT «'■ Db Ci L clr t t^n'onA l. 
contenterons d'appliquet ce principe à la qiudiaturë du 
cercle & aux logarithmes* 

cccxxxv. 

. Problème a. Trouver Texpreflion de la re£Hfîcac!oii 
ou de la quadrature du cercle en fuites infinies. 
Solution. Soit la portion de cercle ^ F H doiit 
^^fc le diamètre =aa,v*B = ar, BC oafK = Jx; ou 
aura BF = K(a«« — xx). Soit Tare .rfF dont 'l'élé- 
ment eft F H : on trouvera par la formule de l'Art, xcu 
FH, élément de cet arc AF, = ^(.*^!,,j - 

Pour intégrer cette différentielle', }e la récÂiis eiT IbîrCy 
en multipliant adjtipit {20X — kx) élevé à la puillance 
— 7 par le moyen de la formule de M. Newton expliquée 
( AtC'XCCXX*.}. Comparant là propofife ( i««— xx)'~i 
■veel»lbMittte(f«t-;)'tOiitiDuve p =: a»* 
'■■:"'■ î =» -r- »« 

i- - ' - m *s ••>-. ^ 

J» Jonc V>......V ='*« .-x/lr-f-. "' 



Qunc k : 



— i. 



^ix'ix i(x~ dx to(«*<lx *•■•'«" 
•4- -2 pH- ! — ^ H i ;- -f-&c, • 

1.4.14^ i.-S.*-«> &..if«x«~ j^ 

L'intégrale de cette fiiite prifi: terme à terme eft aux ' 
X 1 2 i 

•^ «• , >*» j^ »î»' ^i; lot*' •_. 

-,{. —4. — i- _z 

l.j.ui^ 4. 5.»4T 7^8. 14% f.tC.t4»: ^ 

tct. Cette fuite fen d'aattrit plu convergeme < Art> 
«ccnu} que « bia pla petite px rappoit.à <«. PU 
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I. P A R T I El CH*P. XXII. )1J 

exempte, elle le fera ruffilànunent, Cix=s~-, c'eft-ct-dire , 
n l'arc A F eft de 60 degrés ; 6c alors après avoir pris Tinté- 
jgrale , il Ëiudroit la multiplier par 6 pour avoir la circonfé* 
lence entière. 

CCCXXXVI. 

Voiei une autre manière de trouver par les feties 1» „ 

Fig. 9. 
teâification du cercle. Soit la tangente .45 de l'arc jID, bmadiiâiiw. 

que je fuppofe de 30 degrés ; cherchons la valeur de (bn 

élément Dd, Soit le rayon =a: i , jtB^^X) Bh^=elx: 

CB fera^|/"(i -hxx). On trouvera (Art. xuii. In- 

troduâion ) que Dd= *^^ . 

Je réduis cette diâférentielle en (tiite par une dirîfiott 

infinie. La fuite que me donne cette opération eft 

— — r-*-- r-*-- :--t-«cc. 

Prenant l'intégrale terme à terme, j'ai * — f ** -*- f ** 
~- ^ x' ■+■ ^ x' — -^ x" -i- ecc. 

Lotfque l'arc devient de 4; degrés , alors la tangente 
eft égale au rayon ; donc x ^ 1 ^ la fctie eft donc 1 . — j 
H-Y — T"*"T^Tr"*~ flcc. ; & en la mnltipHant pat < 
elle exprimera la valeur de la diconférence. 

CCCXXXVIL 

On trouveroic de même Pexpreflion en firite de la 
^adrature du cercle , en intégrant par cette médiode 
d*|/"{2tf* — xx)idxi^{aa — **), &c nous ne nous 
arrêterons pas à ce détail. H nous fuffit d'avoir montré 
H yoie qa'il &oc fnine. Je paOè xa Ipj^rVthmei» . 

Sfij 
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'f2i TKJiTBf Dv Calcul ihte'gr^c» 
CCCXXXVIII. 
4*.Appiîc».- Problème j. Trouver par le moyen des fiiites le 

me méthode ioganthme dune quanute quelconque. 

«ux^Logiri- Solution. L'équation de ta logarithmique etf com- 
me nous Tavons vu ( Art., xviii. Introduction ) sa 

... -^ , c'eft-à-(fere , que la différence du logarithme d'une 

grandeur quelconque y i cQ. -^ : donc le logarithme de 
cette grandeur y =/ -i . Une fuite égale ^ f -j- fera 
jdonç le logarithme cherché de y» 

Je vois bien que je ne puis réduire en lùlte— ^ fous 
cette forme. Je lut en donne une autre en ùiQuit y =» 
X -t- s > je fuppofe ici que y eft un nombre plus grand que 
l'unité. J'ai ày^dt.y & — ^ a=s-~- , que je puis 
^duke en ferîe par une diviHon infinie. Cette fuite eft 
'ii _ i£5 H- — — — -t- ^^' — ^^* -+• ûcc; 

1 t I 1 I 1 ■' 

doot l'incégtale eft z — i «' -t- y z' — j «♦ ■+-■!• z' 
1— ^z'-H&c. C'eflla foimule pour tiouvei U logaiithme 
^MXk nombre plus grand que l'unité* 

Lotfque le nombre reprefencé par y fera moindre que 
Funité , alors on fuppofera y ^ i — z; &on aura. 
^ = -^^^ r dont l'intégrale en fuire eft — z — ^ zz; 
— 7 z' -i- .J- z* — T z' — ~ z' — &c. C'eft la formule 
pour trouvci: 1q logarithme d'un nombre moindre que 
l'unité 

• CCCXXXIX. 

LoifijO'pn demandeia Iq logarithme d'un nombcc plus 
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I. Partie. C h a p. XXII. 31? 

grand que l'anitéi de p pat exemple , on pourroit fe fcrvic 
de la première formule , ca. faifatu 2.= 8 ; ce qui donne 
j-t-2;=i-+-8 =s= ^. Mais comme les termes de cette 
formule vont en augmentant > il vaut mieux fe fervir de 
U féconde formule da»t les termes kont en décrotflânx 
très- rapidement. 

Pour cela il faut Ce rappelFer ce que nous avons dit 
(Art. IV.) que /*= /i — /-i- = o— /^ =— / ^ j 
on aura /"p =s — i^. Donc en falfant z = |, on aura- 
I — 2=1 — i^f — ? = ?» Ûccn changeant les 
fignes de la féconde formule , on auta le logarithme 
cherché de p. 

Il eft donc aifô d'avoir par ta formule précédente le 
logarithme de tout nombre , foit plus grand ^ foit pluS' 
petit que ic 

CCCXL. 

Remarque i. On voit bien que les &aâions ratio- f.Auxftx- 
nelles qu'on, ne pourra intégrer algébriquement par les 2dî«..'^*"*^ 
legles expofées dans le Chapitre X. , s'intégreront par ap- 
proximation en les réduifant en fuites par des diviHons 
infinies > & en prenant terme à termç l'intégrale de ces- 
fiiites : nous n'entrerons point ici dans ce détail f qui n'a: 
d'autre difficulté que la longueur du calcul.. 

CCCXLI. 

Remarque 2. générale. De ce que la metËodè des- 
fuites ne donne L'intégrale des différentielles auxquelles; 
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^2g Traite^ DU Calcvi iutb^gjial. 
on l'applique , que par approximation j il s'enfuit qu'on ne 
doit s'en fervir que lorfque les m^chodes d*intégret exa- 
âement nous manquent; encore faut- il avoir grand foin 
que les fuites Ibient le plus convergentes qu'il fera pofiL- 
ble. Par ce moyen l'approximation différera infiniment 
peu de la vraie valeur cherchée. 

Fin de la Psemibre Partie. 
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LXIX.'' "Eue- contient les dïfiiVAtteUes binomei ^ s'intégrent ' 

r - algébriqucnem, loa 

Procédé de la loéihode, iUd, 

UCX* /Mlitfak 1 la formule g a* à'- ( " *t~ ^'* ) * '^''' 

LXXIIt* Moyt» d'abréger l'expr^on de l'inégrale dé là formule , io| 
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Ttij. 
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méthode des binômes. 
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t- - iUpondknM i-la fornulc- C**)'^ h ptemiere ptntC| tij 
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Cn> Contradiâion apparente, ihii.. 

CÏn. Manière de la lever, iiS< 
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, exprimée par / ^^—f^^j , - I^o-^ 
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CXXIII. Expofidon de la méthode de M. Beinonlli pour k« imégta , 141 
CXXVI. EMioen de cette médiode , uf 
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nemiec exemple , > ' iUd, 



,y Google 



DES MATIERES. jsy 

CULVi. Steonà tzcmple , Jet 
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CIJCS^IÎ. >*. C«imnent on noove lac mménieurs, r??* 
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•\ : c ri AÏ»iTRE Xïl. 
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CHAPITRE XIII. 

^es différentielles qui peuvent Je ramener à.dei' 

JraHions rationelles* 
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CHAPITRE XIV. 
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. CHAPITRE XV. -i 

Des (UfferehdelUs dont Cbuégration idépend à la 
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- - ■ - r li 

nqei.. . , 

.CCXIIl.'Aiitret JiSireniîellei qui fou dan le cat det piécédeqter. v^ 

CCXlV.Trdfieme exemple, ' *" 
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.CCXIIl.'Aiitret JiSireniîellei qui fou dan le cat det piécédeqter. v^ 
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CHAPITRE XVI. 
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Suite des deux Chapitres précédemfur Us^ différent 
tielles dont t intégration dépend de la reBification 
' ■ des fiBiom coniques. 



CCXXII. 

CCXXVI. 



Application aux exemples lei pins g^nux. 
Premier exeiD[4e , 



Differentiellet qui dépendent de la précédente , 
I>iâïreDtieIle qui dépend de la reâîfica ' ' '** 
CCXXVII. Second exemple , 



DÎâïrentielle qui dépend de la reâificadoo de It^pe^le finie ,ix^ 



CCXXVIII. Aunes diffîrentiellef dont l'intégrale fuit de celle je ootie 

fécond exemple , 
tCXXXn. Troiliéme exemple, 

CCXXXni. Quatrième exemple , ï 

jCCXxXV* Conliquencct ^u on en peut tîier . 

C H A P I T R E X V 1^1. 

Des différentielles dont V intégration dépend de 
'"■' quadrature des courhès du troijieme ^dre,- 



fccxu. 



CCXXXVIf. Définition' des courbes dn troIGemé b'rare, 
CCXXXVllI. Leur formule générale , 

' '^ Quels font les Gémaetrei qù«nt écât liafcMM'mSerey' - 

Qi^trë épations aux^eU^ & ramènent CeMtcf ceUes dn 
co.iubet du iroiliéme ordre , 
CCXXXIX* La quadrature de toutes les courbes du troiCéme ordre le réduit 

. TOHJ^rciçeUeifunedetquatre éauaùoMPuécédenieB, 
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